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Des  fonctions  sjmétriques  des  racines  des 
équations. 

1.  On  appelle /onc^/on  d'une  ou  de  plusieurs  quan^ 
tites,  toute  expression  composée  de  ces  quantités,  ou 
dont  la  valeur  en  dépend  :  x«,  -L,  ,oi*  des  fonctions  de 

^'  °^"f"^'  T^^d'  ^*^-  ^o^t  'encore  des  fonctions  de 
or,  lorsqu'on  regarde  les  quantités  a  et  è  c  et  ^ 
comme  déterminées  ou  connues.  L'expression  àxy~bv- 
considérée  par  rapport  aux  quantités  x  et  y  seules  est 
une  fonction  de  x  et  j^^  les  racines  d'une  équation /dé- 
pendant de  ses  coefficiens  et  de  son  exposant,  sont 
par  cette  raison  des  fonctions  de  ces  quantités 

Quoiqu'on  ne  puisse  obtenir  en  général  le's  racines 
d  une  équation  que  par  approximation  ou  avec  des  radi- 
caux, il  y  a  cependant  des  quantités  qui  dépendent 
de  ces  racines,  et  qui  s'expriment  d'une  manière 
rationnelle  au  moyen  des  coefficiens  de  l'équation  pro- 
posée. Les  quantités  dont  je  parle  sont  celles  qui  renfer- 
ment toutes  les  racines  combinées  d'une  manière  sem- 
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blabîe,  soit  entr  elles  ,  soit  avec  d'autres  quantités,  et 
que  pour  cela  je  nommerai  fonctions  symétriques. 
L  somme  des  racines,  celle  de  leurs  produits  deux  a 
deux,  trois  à  trois,  etc.,  données  respectivement  par  ies 
coefficiens  du  second,  du  troisième,  du  quatrième,  etc. 
termes,  sont  des  fonctions  symétriques.       ^    _ 

On  reconnaît  en  général  une  fonction  symétrique  a  ce 
qu'elle  ne  change  point  de  valeur,  quelque  permutation 
qu'on  y  fasse  entre  les  quantités  dont  elle  dépend. 

Les  fonctions  qui  n'ont  pas  ce  caractère ,  dépendent 
d'équations  plus  élevées  quele  premier  degré,  parce  que 
c'est  une  loi  bien  remarquable  de  l'Analyse ,  et  une  sui  e 
nécessaire  de  sa  généralité ,  que  l'équation  d  ou  dépend  la 
détermination  d'une  fonction  quelconque ,  renferme  tou- 
jours toutes  les  valeurs  dontcette  fonction  estsusceptible, 

en  y  échangeant,  les  unes  dans  les  autres,  les  quantités 
sur  l'ordre  et  la  valeur  desquelles  les  conventions  n  ont 
rien  établi  de  particulier. 

Les  questions  suivantes ,  quoique  très  simples ,  répan- 
dront le  plus  grand  jour  sur  tout  ceci. 

i2.  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  deux  quantités 
dont  la  somme  soit  p  et  le  produit  q. 

En  représentant  par  x  et  par  y  ces  deux  quantités  , 
on  aura 

les  deux  inconnues  .r  et^  seront  les  racines  d'une  méma 
équation,  parce  qu'elles  entrent  toutes  deux  de  la  même 
manière  dans  les  conditions  du  problème. 

Je  suppose  maintenant  qu'au  lieu  de  chercher  immé- 
diatement les  quantités  x  et  y  ,  on  se  borne  à  demander 
la  valeur  de  leur  diiférence  x—y  :  on  l'obtiendra  sans 
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peine,  car,  en  vertu  des  équations  proposées ,  on  aurii 

retranchant  le  second  résultat  du  premier,  il  viendra 
a  OU 

On  pouvait  prévoir  d'avance  que  la  fonction  .r  — y 
aurait  deux  valeurs  ,  et  que  par  conséquent  elle  dépen- 
drait d  une  équation  du  sec<.nd  de^ré;  car  rien  dans 
1  énonce  de  la  question  et  dans  la  manière  de  la  résou- 
dre n'indiquait  qu'on  cherchât  a-  — y  eu  y  —  x  La 
fonction  x^  +  y^  au  contraire,  dans  laquelle  il  esi  in- 
d.nerent  de  changera  en  ;y,  et  réciproquement,  n'étant 
susceptible  que  d'une  seule  valeur,  ne  dépendra  que 
dune  équation  du  premier  degré.  En  effet,  si  de  l'éqna- 
tion  x'-h^xy-^y^^p-  on  retranche  celle-ci 
2xy  =  2<7,  il  en  résultera  ' 

Ces  remarques  seront  d'autant  mieux  senties ,  qu'on  sera 
plus  habitué  à  la  marche  de  l'Analyse. 

3.  Il  est  facile  de  voir  que  si  «,  /3,  y ,  ^  et  e  dési- 
gnent les  racines  d'une  équation  du  cinquième  de^Té  le* 
«juantités  ' 

«'+  ^"+  '/+  ^+  £* 
*'+  /3^+  V'-i-  J^'+  e3 
etc. 

*ont  des  fonctions  symétriques  de  ces  racines.  Il  en  serait 
de  même  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
^^uatioû  d'un  degré  quelconque.  JNewton  a  donné  des 
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formules  très  élégantes  pour  les  calculer  sans  qu'il  soît 
besoin  de  résoudre  l'équation  proposée.  Ces  formules , 
qu'il  ne  démontra  point,  sont  de  la  plus  grande  impor- 
tance dans  la  théorie  des  équations;  je  vais  y  par- 
venir d'une  manière  simple,  au  moyen  de  la  formule 
trouvée  dans  le  n°  i8o  des  Élémens. 

4.Soitx'"H-Px"— 4-Q^'""'-f-^-^'""'--+'^'^+î^=o 
l'équation  proposée;  le  résultat  de  la  division  de  son 
premier  membre  par  x  — «  ,  ordonné  par  rapport  à  or, 
sera 


-f-Q 


,,m— 3 


m— 4 


+        T; 

puis  changeant  «  en  /3,  on  aura  pour  le  quotient  de  la 
division  par  x — /3, 


^m-i^_^  jr'"-"-l-/3' 


^m— 3 


■\rP\ 


+/3P 

+  (?! 


r»"-^. 


.-1-/3'"-' 
4/3'"-+/? 


+        T'; 

de  même,  pour  le  quotient  de  la  division  par  a;— y,  on 
trouvera 


4-/^'  H-yP 


■34y3 

-f-y^P 

H-    R 


x"^-^ -hy"""' 

-f-y'"-^P 

+y'"-'(? 

-f-y'"-4/î 


+         2-. 
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En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  autant  de  quotîens 
qu'il  y  a  de  racines;  et  pour  ks  ajouter  ensemble,  on 
représentera  par  5",  la  somme  des  premières  puissances 
des  racines,  par  S^  celle  de  leurs  secondes  puissances, 
parSz  celle  de  leurs  troisièmes,  enfin  par  5m  la  somme 
des  puissances  du  degré  m  :  on  aura  ainsi 

5,  r=«    -f-;3    +v    +«^    +£ 


S„—  «'"  -f-  /J-"  +  y^  4-  cî-"'  -f-  e'". 

A  l'aide  de  cette  notation ,  on  trouvera  pour  la  somme 
de  tous  les  quotiens  donnés  ci-dessus ,  l'expression  sui- 
vante : 


'+5.    a- 

-'+5. 

-r-^-^+Sj 

.1"'-....+    s.._, 

-^-mP 

-fP5, 

-i-PS, 

+  PS„_, 

4-mO 

+Q^, 

-hQS„,_3 

-\-mn 

-h  ^•S'„_4 

;('0- 


+     niT 


J'obserse maintenant  que  chaque  quotient  particulier  " 
est  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  la  proposée ,  ex- 
cepté celui  par  lequel  ou  a  divisé.  Le  premier  de  ces 
quotiens  ,  par  exemple ,  renferme  tous  les  facteurs  , 
excepté  x— «  :  le  coefficient  de  son  second  terme  sera 
donc  la  somme  de  toutes  les  racines  ,  excepté  u,  prises 
avec  des  signes  contraires;  celui  de  son  troisième  terme, 
la  somme  de  tous  leurs  produits  deux  à  deux,  excepté 
ceux  qui  seraient  formés  de  la  lettre  «  combinée  avec 
chacune  des  autres:  le  coefficient  du  quatrième  terme 
contiendrait  de  même  tous  les  produits  trois  à  trois  ,  à 
l'exception    de  ceux  qui  résulteraient   de    la  lettre  te 
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combinée  avec  deux  autres  quelconques ,  et  ainsi  des 
coefficiens  suivans.  Ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  premier 
quotient  et  pour  la  lettre  «,  aura  lieu  également  par 
rapport  au  second  et  à  la  lettre  fi,  au  troisième  et  à  la 
lettre  y,  etc. 

Il  résulte  de  là  que  le  coefRcient  du  second  terme 
dans  la  somme  des  quotiens ,  ou  dans  la  fonction  {A)  , 
est  égal  à  771  —  i  fois  la  somme  des  racines  prises  avec 
un  signe  contraire  ;  car  si  toutes  les  lettres  se  trouvaient 
dans  chaque  quotient,  on  aurait  771  fois  cette  somme; 
mais  comme  chaque  lettre  manquera  une  fois ,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  elles  ne  se  trouveront  toutes 
répétées  que  771  —  1  fois.  On  aura  donc  (771— i)P 
pour  le  coefficient  du  second  terme  de  (^),  et  par 
conséquent 

5,  -f  TTlP  =  (  771  —  1  )  P. 

•  Le  coeîHcient  du  troisième  terme  de  la  fonction  (^ 
contiendrait  aussi  m  fois  les  divers  produits  des  racines 
«■,  ^y  Y )  ^>  ^tc.  combinées  deux  à  deux,  si  toutes  en- 
traient dans  chaque  quotient;  mais  chacun  de  ces  pro- 
duits manque  dans  deux  quotiens  :  «fi ,  par  exemple , 
ne  se  trouve  ni  dans  le  premier  ni  dans  le  second  ; 
tous  ne  seront  donc  répétés  que  rn — 2  fois  •,  et  comme 
leur  somme  est  exprimée  par  Q  dans  l'équation  pro- 
posée ,  on  aura  (771—2)  Ç  pour  le  coefficient  du  troi-. 
sième  terme  delà  fonction  (y/),  d'où  il  résultera 

De  même  le  coefficient  du  quatrième  terme  de  la^ 
fonction  (^)ne  contiendra  que  m — 3  fois  les  divers  pro- 
duits des  racines  prises  avec  des  signes  contraires  et  com- 
binées trois  àtrois;  car  chacun  de  ces  produits  manquera 
dans  trois  quotiens  :  — ufi'y,  par  exemple,  ne  se  trouvera 
ni  dans  le  premier,  nidans  le  second,  ni  dans  le  troisième; 
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ainii  leur  somme  étant  R  dans  l'équation  proposée, 
(m — 3)/î  sera  le  coefficient  cherché ,  et  on  aura  par 
conséquent 

S3-hPS^+ÇS^-hmR=i7n  —  3)R. 

On  peut  pousser  ces  raisonnemens  aussi  loin  que  l'on 
voudra,  et  on  en  tirera 

Sz-{-PS^^QS,-{-mR={m—3)n  [    ''''\S',-^PS^+QS,-^'5R=o 
etc.  )         lelc. 

5.  On  obtiendra  par  ces  formules  la  somme  des  puis- 
sances des  racines,  tant  que  l'exposant  de  ces  puissances 
sera  moindre  que  m  ;  mais  rien  n'est  plus  facile  que  de 
la  trouver  passé  ce  terme.  En  effet ,  il  sufllt  pour  cela, 
comme  Euler  l'a  remarqué ,  de  multiplier  l'équation 
proposée  par  x",  il  yiendra 

:r"'-^n^Px''*■''-'~\-Qx"'■+''-^-\.Rx"'+''-\..-^Tx"-^'-^l\t''=o^ 

mettant  successivement  »,  /?,  y,  ^,  etc.  au  lieu  de  x  , 
on  aura 

etc.; 

et  en  ajoutant  ces  résultats  entr'eux,  on  conclura  de 
la  notation  adoptée,  .* 

Sm^n-\-PSm+r,—i'hQSm+n—f\-R^m+n—3--'-^T^^n+i-h^'Sn'^^0. 

Cette  équation  se  lieparfaiteraentaveclesprécédentes, 
car  eu  faisant  n  =  o ,  on  a 

5„  =  ^<,  =  «°-f /3°-f-/-f  ^-+etc.; 

et  comme  «°=i,  ^0°=:  i ,  •/=:  i ,  «^"^=1,  etc.,  il 
suit  de  là  que  S^  égale  l'unité  répéléé  kutant  de  fois 
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qu'il  y  a  de  racines,  ou  égale  m.  Par  cette  observation, 

l'équation  ci-dessus  devient 

résultat  dont  la  forme  répond  à  celle  de  la  dernière  des 
équ'^tions  du  numéro  précédent,  qui  serait 

Ces  équations,  dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  renfer- 
ment le  théorème  que  Newton  a  énoncé  dans  son  Arithmé" 
tique  universelle  y  et  qu'il  a  appliqué  à"  l'équation 
x'^  —  x^  —  1  ^x""  -f-  49X  —  3o  =r  o. 

Dans  ce  cas    particulier,    où   P  =  — 1,    Ç=: — 19,. 
jRr=;-J-49,   S= — 3o,  il  a  trouvé 

^1—1,  ^2  =  39,  53  =  — 89.,  54  =  723.: 
on  trouverait  de  même 

^5=:  —  2849. 


1 


G.  Il  est  visible  que  si  l'on  fait  xz=:~  dans  l'équation 

proposée ,  qu'on  en  réduise  tous  les  termes  au  même 
dénominateur ,  on  aura  une  équation  dans  laquelle 
z  =  a;""',  et  dont  par  conséquent  les  racines  seront 
«•^',  /S"**,  y~',  etc.  ;  dégageant  donc  de  son  coefficient 
la  plus  haute  puissance  de  z ,  et  mettant  dans  les  der- 
nières formules  du  n°  précédent,  au  lieu  des  coefficiens 
P ,  Q,  etc. ,  ceux  de  l'équation  transformée ,  les  quanti- 
tés iSi ,  ^3 ,  ^3 ,  etc.  deviendront  les  sommes  des  puissances 
négatives  des  racines  de  la  proposée ,  et  devi'ont  en  con- 
séquence être  remplacées  par  S_^ ,  iS_2,  S_3,  etc.  j  en 
désignant  par  5_„  la  quantité  «""  -f-/3~"-|-  etc. 

Nous  ferons  remarquer  qu'au  moyen  de  cette  nota- 
tion ,  on  peut  changer  le  signe  de  n  dans  l'équation 

Sm+u  +  PSm+n-mi  •  .  •  •  •  -f"  TSn+i  -j-  VSfi  =  0, 
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«t  qu'on  aura  l'équation 

5n,-n  -f  PS„_„_, +  TS^^n  +  VS_n  =  O  , 

qui  fera  connaître  les  relations  des  sommes  des  puis- 
sances négatives,  soit  avec  celles  des  puissances  posi- 
tives ,  soit  entr'elles;  mais  tant  que  n<^m,  ces  der- 
rières relations  sont  exprimées  plus  simplemtnt  par  ce 
qui  a  été  dit  ci-dessus. 

7.  Avec  le  secours  des  résultats  du  numéro  précédent , 
toute  fonction  algébrique,  rationnelle  et s)'métrique  des 
racines  d'une  équation  quelconque,  pourra  s'exprimer 
par  les  coefTiciens  de  cette  équation  -,  l'exemple  qui  va 
suivre  ,  quoique  particulier ,  montrera  sullisamment  de 
quelle  manière  la  chose  doit  s'exécuter  en  général. 

Soient  te,  fi  et  y  les  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré  :  si  on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  quantités 
*''+/3'  +  y»  =  5„et  ti''-{-fii'-\-yP  =  Sy,  il  en  résultera 

-}-  «"^''-f-  uPfi"  +  ce"'/  4-  «?'/"  -f-  y3"yP  -f  fiPy"  )  "    ''  * 

mais  la  première  ligne  du  premier  membre  est  égale  à 
S„^p  y  et  la  seconde  est  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines «  ,  /8  et  y  formée  en  les  combinant  deux  à  deux  , 
et  en  les  affectant ,  chacune  à  leur  tour,  de  l'exposant  tk 
et  de  l'exposant  p  :  on  aura  donc 

11  est  facile  de  voir  qu'en  quelque  nombre  que  soient  les 
racines»,  ;S,  y,  etc.,  la  valeur  d'une  fonction  symétrique 
de  la  forme  <«"/3'  -f-  etc.  sera  toujours  SnSp  —  S„^p,  les 
sommes  SnSp  et  S„^p  étant  calculées  pour  le  nombre  de 
racines  que  l'on  considère. 

En  multipliant  par  a^  -{-  /S?  -f  y?  =  S^ ,  l'équation  pré- 
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cédente ,  on  aura 

■— --'^rt'^p>'ij'"~"  Oh4-p  '^. 

Les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  cette 
équation  étant  des  fonctions  symétriques  formées  de 
produits  de  deux  lettres ,  seront ,  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  exprimées  respectivement  par 

et  on  en  conclura  que  la  troisième  ligae  ,  qui  est  une 
fonction  symétrique  formée  de  produits  de  trois  lettres  , 
sera  égale  à 

On  aurait  encore  ici ,  comme  dans  le  cas  précédent,  un 
résultat  de  la  même  forme,  quel  que  fiit  le  nombre  des 
racines  ;  ensorte  que  l'expression  ci-dessus  est  celle  de 
toute  fonction  symétrique  composée  de  produits  de  trois 
racines. 

Le  procédé  dont  j'ai  fait  usage  pour  découvrir  les  deux 
formules  précédentes  est  général  ;  et  en  continuant  les 
multiplications  ,  on  parviendra  à  exprimer  une  fonction 
symétrique  quelconque  ,  qui  ne  peut  jamais  oîFrir  qu'une 
.suite  de  termes  tels  que  «"/3Pyî  J^''elc.  ,  et  dans  lesquels 
chacune  des  lettres  «,  /3,  y ,  etc.  se  trouve  affectée  suc- 
cessivement de  tous  les  exposans. 

La  formule  donnée  ci-dessus,  pour  l'expression  de  la 
fonction  symétrique  u^^Pyi  -f-  etc. ,  doit  être  modiRée 
lorsque  quelques-uns  des  exposans  n,p,  q  deviennent 
égaux.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  qu'il  n'y  ait 
qu?  les  racines  a,  /s  ,y  ^  ê^. 
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La  fonction  *"iy'/-{-elc.,  composée  de  tous  les  ar- 
rangemens  possibles  des  exposans  n  ,  p  ,q  sur  les  lettres 
«  >  )S)  Vj  ^>  prises  trois  à  trois  ,  renferme  en  général  vingt- 
quatre  termes  distincts  -.mais  lorsque  deux  de  ces  expo- 

lans  deviennent  égaux,  comme  dans  la  fonction 

«'  /2y  -f- «'/S<J -j- etc.  ,  elle  ne  contient  plus  que  douze 
termes  différens ,  répétés  chacun  deux  fois  ,  et  la  valeur 
que  donne  dans  ce  cas  l'expression  ci-dessu5,  est  double 
de  celle  que  doit  avoir  l'ensemble  des  douze  termes  iné- 
gaux. Si  les  trois  exposans  n ,  p  et  q  devenaient  égaux 
entr'eux  ,  la  fonction  tt"i3Pyi  -f-  etc.  ne  renfermerait  plus 
que  quatre  termes  différens  ,  répétée  chacun  six  fois;  et 
dans  crtte  hypothèse  ,  il  faudrait  prendre  pour  la  valeur 
de  ces  quatre  termes  le  Unième  de  son  expression  gé- 
nérale. 

Toutes  les  fonctions  symétriques  sont  susceptibles  de 
semblables  réductions  lorsqu'il  y  a  égalité  entre  quelques- 
uns  de  leurs  expo;=ans;  en  comparant  leur  forme  réduite 
avec  leur  développement  général ,  on  verra  facilement 
par  quel  nombre  il  faut  diviser  l'expression  que  donne 
pour  ce  dernier  la  méthode  ci-dessus. 

Les  fonctions  fractionnaires  ne  doivent  pas  faire  un 
article  à  part ,  car  lorsqu'elles  sont  symétriques  ,  il  en 
résulte  ,  après  qu'on  leur  a  donné  le  même  dénomina- 
teur, une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  des  fonc- 
tions symétriques  et  çntières.  La  fonction 

— } i.--f_.i-_{ }_  _  j   par  exemple  j  conduit  a 

y  y  fi  fi  et  u 

__ — ! ■ ' ,  résultat   dont  le 

numérateur  et  le  dénominateur  «ont  des  fonctions  symé- 
triques. Plusieurs  Géomètres  se  sont  occupés  spéciale- 
ment de  ces  recherches ,  et  Vandermonde ,  en  particulier , 
«  imaginé  une  espèce  de  signe  ,  ou  un  algorithme,  au 
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moyen  duquel  il  a  construit  des  formules  générales  qui 
donnent  immédiatement  l'expression  d'une  fonction  sy- 
métrique quelconque.  Ceux  qui  sei'ont  curieux  de  con- 
naître ces  formules  ,  pourront  consulter  son  Mémoire 
(  Acad.  des  Scienc. ,  ann.  1771  )• 

8.  Si  on  avait  une  fonction  dans  laquelle  il  n'entrât 
que  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  proposée  , 
on  pourrait  encore,  à  l'aide  de  ce  qui  précède  ,  parvenir 
à  former  la  nouvelle  équation  dont  elle  doit  dépendre. 
Qu'il  s'agisse  ,  par  exemple ,  de  déterminer  la  somme 
de  deux  quelconques  des  racines  de  l'équation  générale 
^u  troisième  degré  ;'  comme  il  n'y  aurait  pas  de  raison 
pour  représenter  cette  somme  par  «  -}-  /3  plutôt  que 
par  «  -f"  y  j  ou  par  /S  -|-y ,  ces  trois  expressions  doivent 
être  regardées  comme  autant  de  valeurs  dont  elle  est 
susceptible  ;  elle  dépendra  par  conséquent  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré  ,  ayant  pour  racines ' 

e»-|-/3,«  +  retjS  +  y>  et  qu'on  formera  en  égalant  à 
zéro  le  produit  des  facteurs 

z  — («4-/3),     z— («+y),     z— (/3  +  y). 

En  effectuant  le  calcul  on  trouvera 

— («=y3  4.  «yS^  +  a,' y  +  «y^  +  /3 ^ +/SyO--2«i2y  J  ~  °  ' 
les  coelïiciens  des  différentes  puissances  de  z  dans  ce 
résultat,  sont  des  fonctions  symétriques,  dont  on  trouvera 
facilement  l'expression ,  et  les  valeurs  de  l'inconnue  z 
seront  aussi  celles  de  la  fonction  cherchée. 

L^équation- générale  du  troisième  degré  étant  repré- 
sentée par  x^  +  Par*  +  Q^  ■+■  -??  =  o ,  on  aura 

«  +  /3  +  y=  — P, 
«'  +  /S'  +  y'  +  3«/3  +  0«y  4-  3/3y  =  />=^  +  Ç, 
et  «'-/3  4-  u^^  4-  «V  4-  «^'  +  /3V  +  /Sy'  =  S:,S,  —  ^3  y 
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mais  on  a,  par  les  équations  du  ii°  4> 

5.=— P,  5,  =  P»  — 2Ç,  S,z=^P^-{.5PQ  —  5R, 

et  de  plus 

—  «^y  ~  R  : 
il  viendra  donc 

et  en  dernier  résultat , 

Cet  exemple  fait  voir  que  pour  trouver  l'équation  d'où 
dépend  une  fonction  quelconque  des  racines  de  la  pro- 
posée ,  il  faut  faire  dans  cette  fonction  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  lettres  «e ,  /8 ,  y ,  «T,  etc.  ;  et 
désignant  par»',  /S',  y',  etc.  les  dilTérens  résultats  obte- 
nus ainsi ,  on  égalera  à  zéro  le  produit  des  facteurs 
z — m,  z  —  ^  ,z  —  y  ,  z  —  y ,  etc.  Les  coefTiciens  des 
puissances  de  zdans  l'équation  à  laquelle  on  parviendra 
^taut  des  fonctions  symétriques  des  quantités  u  ,  /3',  y', 
y,  etc.  qui  renferment  entr'el les  toutes  les  combinaisons 
qu'on  peut  faire  des  quantités  «,  ^,  y ,  <^,  etc.  dans  la 
fonction  cherchée,  serontaussi  des  fonctions  symétriques 
de  ces  dernières  ,  et  pourront  par  conséquent  s'exprimer 
sous  une  forme  rationnelle  par  les  coefTiciens  de  l'équa- 
tion donnée.  En  effet ,  il  est  facile  de  voir  qu'aucune  des 
fonctions  symétriques  de  «',  /3',  y',  ^^  etc.  ne  peut 
changer  de  valeur,  de  quelque  manière  qu'on  permute 
entr' elles  les  lettres  «,  ,3  ,  y,  è' ,  etc.,  et  cette  invariabi- 
lité est,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  le  caractère  essen- 
tiel des  fonctions  symétriques. 

q.  Les  équations  qui  déterminent  5,,  S^,  Sz,  etc., 
dans  le  u°  4,  donnent  aussi  lei  expressions  suivantes  : 
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n-      ^-^'  +  ^- 

R  = 3- > 

etc. 

par  le  moyen  desquelles  on  peut  trouver  les  coefiicien» 
P,  Q  ,  R,  etc.  d'une  équation  x'"-  ■-\-Px"'~'-{-  etc.  =0, 
lorsqu'on  connaîtra  les  sommes  S, ,  33,83,  etc.  des  puis- 
sances de  ses  racines. 

Ces  formules  sont  commodes  pour  former  l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée  (jÉ/em,  208). 

'Soit,  pour  exemple,  l'équation  x^ — yx-f-yrrro;  dési- 
gnant par  « ,  /3 ,  y  les  racines  de  la  proposée  ,  il  viendra 

La  somme  des  racines  de  cette  dernière   est 

(*-/3)^4-(^  — yy-f  C/3-yy  = 
2  («'' 4- /8^  +  y^)  — 2(^/3 -h «y+^y)  ~  uS^  —  zQ  ; 

celle  de  leurs  quarrés 

2  («^4-  /3^-f  y  0 — 4(«'^^  4-  «/2^+  «V  -f-  «7^4-  /S  V  4"/2y'') 
4-  6(«^/3^4-'«V^4-/3V)=354-4^3>Sa4-3^^  ; 

eelle  de  leurs  cubes , 

(«-^)S4-(«-y)'4-(i3-y)^  = 

a(«^4-/3'4-y')— S(^,^/34«;S^4-«V4-'^y'4-/sV4-/Sy5) 
4- 1 5  (^ '/3'4-«^/3 14-«  ■  y^+'^'y  ^4-('?V^4-/3'y  0 
^2o(«^/3^4-«y4-^y)=356— 65ô5',  4- 1 5^^—10.^3'  ; 

mais  on  trouvera  parles  formules  du  n°  4^ 


DES    ÉLÉME.NS    d'aLGÈBRE.  i5. 

nommant  donc/i  ;  /l,  /à;  les  sommes  développées  ci-des'» 
sus ,  on  aura 

/.=42,      /.  =  882,      /3r=  18669; 

et  comme  il  existe  entre/,,  /a,   /j  et  les  coefllcien» 

de  l'équation   en   z,    que   je  représenterai   par 

z* +^z'-' -f- (yz-f- rr=o  ,  les  mêmes  relations  qu'entr» 
^t >  Si.Sz,  et  les  coefTiciens  P,  Q ,  R ^  on  aura  encore 
par  les  formules  citées  plus  haut;, 

p  — — /,=  — 4a 

o 

et  par  conséquent  l'équation  (D)  deviendra 

,   2^— 422,*4-44i2i— 49  =  o> 

comme  dans  le  n°  2©8  des  Élémens. 

10.  La  théorie  de  l'élimination,  dans  les  équations  à 
deux  inconnues,  dérive  d'une  manière  bien  simple  de 
celle  des  fonctions  sj-métriques ,  exposée  dans  les  article» 

précédens. 

Soient  les  deux  équations 

x'"4.Px'"-'  4-  r).r'»-^+  Rx'^-^ . . .  -f  rx4-  U=o  . . .  (1  ) , 
x"  4-P'x''-'-i-Ç'^''~'-+-/î'-i "~^  •  •  •  -\-y'x-\-Z'—0.. .  (2)  ; 

le  moyen  qui  s'offre  le  premier  pour  chasser  x  de  ce» 
équations ,  consiste  à  prendre  dans  l'une  d'elles  la  valeur 
dejc,  pour  la  substituer  ensuite  dans  l'autre.  Supposant 
donc  que  l'équation  (1)  soit  résolue,  et  qu'on  en  ait  tiré 
les  diverses  valeurs  x  =  «,x  =  /3,  x:=y-,  x  =  ^,  etc., 
jComme  elles  appartiennent  toutes  à  la  question  proposée. 
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elles  doivent  être  substituées  indistinctement  dans l'équa"- 
tion  (2)  ,  et  produiront  ainsi  autant  de  résultats  délivrés 
de  x^y  que  l'équation  (1)  a  de  racines  :  on  aura  sépa- 
rément 

etc. 

Aucune  de  ces  équations  ,  considérée  en  particulier, 
ne  peut  être  la  résultante  cherchée  ;  mais  cette  dernière 
doit  les  comprendre  toutes  ,  et  avoir  lieu  en  même  temps 
gue  chacune  d'elles  ;  condition  qu'on  remplira  en  les 
multipliant  entr'elles  ,  et  en  égalant  le  produit  à  zéro , 
puisque  ce  produit  deviendra  identiquement  nul ,  quand 
l'un  quelconque  de  ses  facteurs  s'évanouira.  On  voit  de 
plus  qu'il  ne  changera  point,  quelque  permutation  qu'on 
fasse  dans  l'ordre  des  quantités  «,  /3,  y,  É^,  etc.  qui  con- 
courent toutes  de  la  même  manière  à  sa  formation  ;  il  ne 
renfermera  donc  que  des  fonctions  symétriques  de  ces 
quantités  ,  et  pourra  par  conséquent  s'exprimer  ration- 
nellement par  les  coefîiciens  de  l'équation  (v). 

Si  les  équations  (1)  et  (a)  ne  renferment  que  deux 
inconnues  x  et  y ,  et  sont  du  même  degré  par  rapport 
à  l'une  que  par  rapport  à  l'autre  ,  l'équation  finale  en^ 
ne  s'élèvera  point  au-delà  du  degré  mn.  En  effet ,  la 
somme  des  exposans  de  x  et  de  y  ne  pouvant  surpasser  m 
dans  chaque  terme  de  l'équation  (i)j  V  ne  se  trouvera 
qu'au  premier  degré  dans  P,  au  deuxième  dans  Q,  au 

troisième  dans  R au  {m —  iy''n«  dans  T,  et  enfin 

au  m'''"' dans  U.  En  examinant  la  composition  des  équa- 
tions qui  donnent  S^,  Sa,  S3,  etc.  (4),  on  verra  que 
5,  ne  pourra  être  que  du  premier  degré  en  y ,  S^dii 
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tîeuxième ,  etc.  A  l'aide  de  ces  remarques,  on  concevra 
facilement  que  l'exposant  de^  dans  la  valeur  d'une  fonc- 
tion symétrique  quelconque  u"/^Py''ê''  etc.  (7)  ne  sur- 
passera point  le  nombre  n-\-p'^q-\-r-\-etc.  qui  marque 
le  degré  de  cette  fonction  :  on  pourra  donc  regarder  les 
diverses  puissances  de  «,  /3,  y,  J",  etc. ,  comme  des  fonc- 
tions de  y  du  degré  marqué  par  l'exposant  dont  elles 
sont  affectées.  Mais  dans  l'équation  (2),  la  somme  des 
exposans  de  x  et  de^'  n'étant  jamais  plus  grande  que  n  , 
P'  sera  du  premier  degré  en  v  ,  Q'  du  second  ,  R'  du 
troisième,  F  du  (  n —  1  )""',  et  enfm  Z'  du  n'""  ;  tous 
les  termes  des  équations  (3)  pourront  donc  aussi  ctre 
regardés  comme  des  fonctions  de^'  du  degré  n  au  plus. 
Maintenant,  si  on  fait  attention  que  chaque  ternie  du 
produit  des  équations  (îz)  aura  pour  facteurs  un  nombre 
m  de  termes  de  ces  équations  ,  on  sera  convaincu  quej' 
ne  pourra  s'y  trouver  affecté  d'un  exposant  supérieur 
à  7/in. 

Ceux  qui  auront  quelque  peine  à  saisir  les  raisonne- 
mens  précédens,  a  cause  de  leur  grande  généralité,  fe- 
ront bien  de  développer  le  produit  des  équations  (3)  dans 
quelques  cas  particuliers. 

11.  Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  je  vais  en  faire 
l'application  aux  deux  équations 

x*-hPx  +  Ç=o,     af-\-P'x-j-Q'  =  o(ÉIém.iSS): 

«  et  /3  étant  les  racines  de  la  première,  on  aura,  en  les 
substituant  dans  la  seconde , 

Le  produit  de  ces  deux  équations  sera 

Compl.  des  Élém.  d'Alg.  2 
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«^+/3^z=P"— 2(;),  u  +  /i    =  — P. 

A  l'aide  de  ces  valeurs  »  le  résultat  ci-dessus  devient 

4-  p'-Q^PP'Q'  J  ~  °» 

ou,  comme  dans  le  numéro  cit^  des  ElémenSy 

Remplaçant  les  lettres  P  et  P' ,  Q  et  Q',  par  les  quan- 
tités qu'elles  représentent,  on  aura  l'équation  finale  enj», 

12.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  trouve  aussi 
son  application  dans  les  équations  à  plusieurs  inconnues. 
Soient  par  exemple  deux  équations  contenant  les  incon- 
nues X  et  y;  si  on  désigne  les  valeurs  de  x  par 

«>/3,  V,  ^,  etc., 
celles  de^  par 

« ,  /S';  y',  ^',  etc. , 

en  sorte  que  «'  corresponde  à  u,  fi'  à.  /2,  et  ainsi  de  suite, 
toute  fonction  de  ces  quantités  qui  demeure  la  mêma 
lorsqu'on  y  change  un  groupe  de  valeurs  dans  un  autre, 
et  réciproquement,  comme  par  exemple  et  et  «'  en  ^  et  /3', 
puis  /3  et  /i'  en  u  et  u,  est  symétrique  et  peut  s'obtenir 
rationnellement  par  les  coefRciens  des  équations  propo-^ 
sées  :  telle  est  la  fonction 

en  ne  supposant  que  quatre  valeurs  à  chacune  des  in-< 
connues. 

Waring  avait  indiqué  il  y  a  long-temps ,  pour  obtenir 
ces  fonctions ,  un  moyen ,  qui  d'ailleurs  s'offre  presque 
de  lui-même  ;  c'était  de  faire  x^y^'  =:  t,  et  d'éliminer 
X  et  y  entre  cette  équation  et  les  proposées.  La  ré- 
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sultante  en  t  ayant  pour  racines  les  diverses  combinai- 
aoas 

«?«'^',/y/3>',  '/>'/'"',  etc., 

le  coefTicient  de  son  second  ternis  serait  un  nombre 
équivalent  ù 

—  i'^'»'"  +  /3^5'^'  +  y'V^'  -h  etc.). 

Ce  procédé  exigeant  quavec  les  équations  proposées  on 
eji  combine  une  autre  où  les  inconnues  x  et  y  pas-ent  le 
premier  degré  ,  jette  dans  les  embarras  de  l'élimination 
entre  trois  équations  à  trois  inconnues,  lorsqu^l  ^'a^it 
d'équations  qui  n'en  contiennent  que  deux.  M.  Poisson, 
dans  le  onzième  cahier  du  Journal  de  i École  Poly- 
technique {'pà^c  199)  ,  a  donné  un  moyen  très  ingénieux 
pour  sauver  cette  difliculté. 

Il  faiti  =  x  -{- ^y ,  A  étant  un  coefficient  indéter- 
miné quelconque.  Si  Ton  tire  de  cette  équation  la  va- 
leur de  X  ou  àQ  y ,  celle  de  x  par  exemple,  qui  est 
/  —  Ay^  pour  la  substituer  dans  les  deux  équations  pro- 
posées, les  résultats  en  t  et  y  seront  encore  du  même 
degré;  et  si  on  élimine  j',  l'équation  finale  en  (  aura 
pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend  la  fonction 
x-\-Ay  ^  lorsqu'on  substitue  aux  inconnues  chaque 
groupe  de  leurs  valeurs  correspondantes ,  savoir  : 

« -j-  Ax,  /3  -f-  A^\ y -f  Ay\  è -f  Al\  etc. 

La  somme  des  puissances  semblables  de  ces  racines , 
ou  la  fonction 

(«  -^  ^«'  )^  -f-  (^  +  AÇ>'  y  4-  ( V  -f-  Ay'y  -f  etc. , 

sera  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens 
de  l'équation  en  f,  qui  ne  contiendront  que  ceux  des 
proposées  et  la  lettre  A)  mais  la  première  de  ces  fonc- 

2. . 
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lions ,  se  développant  ainsi  qu'il  suit 


r  (  r—  1  )  ^*  +  etc,; 

1  .2 


-f  etc. 

ne  renferme  qu'un  nombre  limité  de  puissances  entières 
et  positives  de  J ,  multipliées  par  des  coeiïiciens  qui 
sont  indépendans  de  cette  lettre  que  d'ailleurs  rien  ne 
détermine  :  la  valeur  que  l'équation  en  t  fournit  de  la 
même  fonction,  doit  donc  se  développer  ainsi, 

a-^-bA  +  cA^-i-  etc. , 
a    b,c,  etc.  ^signant  des  quantités  connues;  et  l'on 
aura  par  conséquent 

«r  +  /î>-  +  y''-+-etc.=a, 

lilHi^  U-^u'^  4-  /S^-=<3'^  4-  y'-y*  +  etc.)  =  c , 
1  .a 

etc., 

équations  qui  feront  connaître  les  fonctions  symétriques 

de  la  forme 

uPu'P'  +  /3P/S'P'  -f  etc. , 

dans  lesquelles  P'^p'  =  r.  , 

Si  on  multiplie  la  précédente  par 

«9«'9'  4-  /3^/3'î'  +  etc. , 
le  produit 

^P+î^'Z+î'  -f  ^P+i^'P'-^i'  +  etc. 
4-  *P«t'P'/ST/3'''  4-  «'«'*'/3P/3''''  4-  etc. 
comprendra  deux  fonctions  symétriques,  dont  la  pre- 
mière se  déduira  de  u^u'P'-^  etc.  en  changeant^  enp  +  (/, 
etp'  enp'  +g':  on  déterminera  donc  la  seconde;  et  en 
s'élevaot  ainsi  de  proche  en  proche,  comme  on  l'a  indi- 
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que  à  l'égard  des  équations  à  une  seule  inconnue  ,  dans 
len°j,  on  obtiendra  la  valeur  des  fonctions  symétriques 
jes  plus  générales.  'On  peut  voir  la  loi  de  leur  forma- 
tion dans  les  Medltationes  algebrakœ  de  Waring 
(page  225). 

i3.  Il  est  facile  d'étendre  ce  qu'on  vient  de  lire  à 
un  nombre  quelconque  d'équations  contenant  un  pareil 
«ombre  d'inconnues. 

Pour  trois  équations  en  x ,  y,  z,  par  exemple,  on 

prendra 

t-^x  +  Jy-^Bzy 

et  substituant  à  x,  la  quantité  t  —  Ay  ~-  Bz ,  A  et  B 
étant  des  nombres  quelconques,  on  éliminera^  et  r, 
entre  les  résultantes ,  ce  qui  conduira  encore  à  une 
équation  en  t,  dont  les  racines  seront 

«  -h  ^«'  -h  Bu",  /3  -f-  y^/S'  +  B/i",  etc. , 
si  on  désigne  par 

»,    ^,  Y,  ^,  etc.  , 
«',  /3',  y',   .^',  etc., 

"        n"  Il         fil      „t^ 

<^  ,  9>  ,y  y  à  ,  etc. , 
les  valeurs  correspondantes  des  inconnues  x ,y  etz. 

La  somme  des  puissances  r  de  ces  racines  ,  que  Je 
représenterai  par  S,  {x-\-  Au  -\-  B<t"),  s'exprimant 
d'une  manière  rationnelle  au  moyen  des  coefficiens  de 
l'équation  en  f ,  si  on  la  développe  ainsi  que  sa  valeur, 
suivant  les  puissances  et  les  produits  des  lettres^  et  B  y 
qui  doivent  rester  indéterminées,  la  comparaison  ^es 
termes  semblables  par  rapport  à  ces  lettres ,  donnera  les 
fonctions  de  la  forme 


uPci'l>'u"?"  +  /3P;3'P'/3"P"  4-yJ'y>'y"P"  -f  etc.  , 

dans  lesquelles  p -\- p'  -j- p"  =:  r. 
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Par  la  multiplication  de  celles-ci,  on  composera  celles 
de  la  forme 

uPcc'f'u"P"litlî'^'^"i"  -f-*etc. 

i4-  Au  moyen  de  ce  qui  précède,  on  parviendrait 
à  l'équation  d'où  dépend  une  fonction  donnée  des  in- 
connues X ^y ,  z ,  en  formant  dans  cette  fonction  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  valeurs  correspondantes 
des  inconnues ,  comme  dans  le  n°  8  ;  mais  l'objet  principal 
de  ces  rechei'ches  est  d'étendre  à  l'élimination  entre  un 
nombre  quelconque  d'équations  ,  le  procédé  dun"  lo,  et 
d'en  conclure  la  démonstration  de  la  proposition  géné- 
rale énoncée  dans  le  n°  ig6  des  Elémens. 

Pour  cela  soient  quatre  équations  complètes ,  de  degrés 
quelconques  ,  renfermant  les  inconnues  a:, ^',  s  et  u  ;  si 
entre  les  trois  premières  on  élimine  alternativement^  et 
z,  X  Ql  z,  X  et  y ,  on  aura  trois  résultats  en 

X  eX.  u ,    y  e\.u,     z  et  u. 

Ces  dernières  équations  seront  en  général  toutes  trois 
du  même  degré,  puisque  les  équations  proposées  étant 
complètes,  chacune  des  inconnues  y.  entre  de  la  même 
jnanière  que  les  autres  ;  désignant  donc  par  n  le  degré 
des  nouvelles  équations  ,  et  concevant  qu'elles  soient 
résolues ,  on  tirera  de  la  première  ,  pour  x ,  n  valeurs 

^,  /3,  y,  ^,  etc., 
de  la  seconde ,  pour  j^ ,  n  valeurs  correspondantes 

u\/s\y\r,etc., 
de  la  troisième,  pour  z,  n  valeurs  correspondantes 

0       „:i  II      ^11      „4.„ 

f^  ,  1^  ,  7  ,0^  ,  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième  équation 
proposée,  que  je  représente  par 


I 
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m  étant  l'exposant  de  5on  degré ,  on  formera  les  équations 
particulières 

(7.  -A  v",  u)'"=o, 
etc., 

dont  le  nombre  sera  ra,  et  auxquelles  doivent  satiifaire 
les  diverses  valeurs  de  u  ;  on  conclura  de  là ,  comme  dans 
le  n"  10,  que  l'équation  finale  en  u  résulte  du  produit 
(-,«',  «",  u)-  (>3,  /3',  /3",  u)'"(y,  '/,  y",  u)'"etc.  =  0, 
Comprenant  n  facteurs. 

Il  ne  renferme  que  des  fonctions  symétriques  des 
valeurs  des  inconnues  oc ,  y ,  z,  puisqu'en  y  changeant 
un  groupe  quelconque  de  ces  valeurs  dans  tout  autre  , 
on  ne  fait  que  changer  l'ordre  des  facteurs.  On  peut 
donc  exprimer  ce  produit  d'une  manière  rationnelle 
au  moyen  des  coefTiciens  des  trois  premières  équations 
proposées. 

On  remarquera  d'abord  que  chacun  de  ces  facteurs  a 
pour  premier  terme  u",  et  que  par  conséquent  le  pre- 
mier terme  du  produit  sera  u"'".  Dans  tous  les  autres 
termes ,  l'exposant  de  u  ne  peut  pas  non  plus  s'élever  au- 
delà  de  mn  ;  car  la  somme  des  exposans  des  lettres  x ,  y , 
z  et  u,  dans  l'équation  (j.',y,  s,  u)"  =  o,  ne  pouvant  passer 
le  degré  m ,  celle  des  exposans  des  lettres  «,  u,  etc., 
fi,  /3',  etc. ,  y,  '/,  etc.  et  u,  ne  pourra  surpasser  mn  dans 
le  produit ,  et  l'expression  des  fonctions  symétriques  qui 
composent  les  différens  termes,  ne  s'élèvera  pas  au-delà 
de  leur  degré.  En  effet,  l'équation  en  t  du  n°  précédent 
ne  peut  monter  plus  haut  que  le  degré  le  plus  élevé  des 
équations  entre  l'une  quelconque  des  lettres  x ,  y ,  z  &(. 
la  lettre  u;  et  si  on  la  représente  par 

t"  4.  Pf "-'  4-  Çi"-^ 4-  U=z o^ 
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u  ne  passera  point  le  premier  degré  dans  P, 
le  second  dans  Qy 


le  n'-'""  dans  U 


les  valeurs  des  fonctions  de  la  forme  Sr  {u-^Act-^Bcî') 
ne  comprendront  par  conséquent  aucun  terme  où  l'ex- 
posant de  u  surpasse  r ,  puisque  leur  expression  sera 
celle  de  la  fonction  Sr  dans  le  n°  4'  ^1  ^^it  de  là  que  la 
valeur  de  toute  fonction  de  la  forme 

u^uf^'p"  +  ^T^v'^'?"  4-  etc. 

ne  pourra  s'élever  au-delà  du  degré  p-f-p'  +  p"?  et 
que  dans  celles  de  toutes  les  autres  fonctions  symétriques 
déduites  de  la  multiplication  de  ces  dernières,  l'expo- 
sant de  la  lettre  u  ne  passera  pas  celui  qui  marque 
leur  degré  ,  ainsi  qu'on  l'a  affirmé  plus  haut.. 
Il  n'y  aura  donc  enfin  dans  le  produit 

(«,  U,  «",  uY  (/3,  /3',  /3",  uY  (y,  y',  y",  V^  etc. 

aucun  terme  où  la  lettre  u  passe  le  degré  mn. 

Ces  raisonnemens  peuvent  être  facilement  modifiés 
pour  un  nombre  quelconque  d'équations  ;  et  comme  on 
a  déjà  vu  que  pour  deux  équations  à  deux  inconnues , 
l'une  du  degré  m,  l'autre  du  degré  «,  l'équation  finale 
ne  monte  pas  au-delà  du  degré  mn ,  il  résulte  donc  de 
ce  qu'on  vient  de  prouver ,  que  pour  trois  équations  à 
trois  inconnues,  dontles  degrés  respectifs  seraient  7n,  /i^p, 
l'équation  finale  ne  passerait  pas  le  degré  ran  Xp,  et 
ainsi  de  proche  en  proche  ;  donc  enfin  :  le  degré  de  l'é- 
quation finale  ,  résultante  de  l élimination  entre  un 
nombre  quelconque  d'équations  complètes,  renfermant 
un  pareil  nombre  d' inconnues  et  de  degrés  quelconques , 
est  égal  au  produit  des  exposans  qui  marquant  le  degré 
ds  ces  équation^. 
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A  l'égard  des  équations  particulières  qui  n'ont  pas  tous 
les  termes  compris  dans  les  équations  complètes ,  il 
pourrait  seulement  manquer  aussi  quelque  terme  dans 
l'équation  finale,  qui  par  là  se  trouverait  abaissée,  ce 
qui  ne  change  rien  à  l'énoncé  du  théorème. 

De  la  Résolution  générale  des  Equations. 

i5.  Avant  de  s'occuper  des  équations  générales,  il  est 
utile  de  connaître  quelques  propriétés  des  racines  de 
l'équation  à  deux  termes,  y" —  1  =  0,  déjà  considérée 
dans  les  Klémens ,  n°  169. 

Soit,  pour  exemple,  le  cas  particulier  y^ — i=o,  dont 
les  cinq  racines  seront  désignées  par  1,  «,  /3,  y  et  ^. 
En  le  comparant  à  l'équation 

yS^Py,^Qy^^ny^-\-Sy-\-T:=zo, 
on  trouvera 

.      P=o,     Ç  =  o,     R  =  o,     S  =  c,     T=—i; 
d'où,  parles  formules  du  n°  4  > 

5,=  1  +«  +/3  -f  y  +J^  =  C, 

Sa=i-h  «'+  /3^+  v^4-  ^•=  C  , 

54  =  1 +«♦+ i3^+ '/+ «^^  O  , 

puis  celle  du  n"  5,  se  réduisant  à  i'ô+n — 5„=:o,  donnera 

Ss^=o,  Sj  =  o ,  Si-=o,  5'g^=o,  5io=5,  ^Su^o, 
et  ainsi  de  suite. 

Posant ensuitey  =  -,  l'équation  j^ — 1=0  se  change 
en— 1=0,   ou   z^ — i=ro,  et  les  racines  de  cette 

dernière  senti, -,-,-,  t;   "5  expressions   ont  par 
Ci    fi    y    ^ 
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conséquent  les  mêmes  propriétés  que  i ,  «,  /3,  y  et  ^, 
puisqu'elles  appartiennent  à  une  équation  entièremeut 
semblable  ày^ — i~o  :  on  a  donc  encore 

iH h--f hT  =  o, 

«  /3  y  e) 


'+i  +  ?  +  ?  +  î3=5. 
etc. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme  y'^  —  i  =  o  jouissent  de  propriétés 
analogues  à  celles  qu'on  vient  d'exposer  pour  l'équation 
y^ — ir=o,  et  qui  se  prouveraient  de  la  même  ma- 
nière: ainsi,  1,  «,  /3,  y,  <^,  c,  etc.  étant  les  racines 
de  l'équation  j/" — i:=o,  on  aura 

.S„r=  1  -f-  «'"  +  /3'" -f  y'"  -{-  <^"  4-  £™  4-  etc.  =  o  , 

si  m  n'est  point  un  multiple  de  n;  et  la  même  quantité- 
deviendra  égale  à  n,  lorsque  m  sera  un  multiple  de  n. 
La  quantité  inverse 

X  -I h-ic-H h-  etc. 

aura  les  mêmes  valeurs  dans  les  mêmes  circonstances. 

i6.  Quand  l'exposant  re  est  un  nombre  premier ,  les 
racines  «,  /3,  y,  J*,  £,  etc.  peuvent  toutes  se  déduire 
de  l'une  quelconque  d'entr'elles  ;  '  et  voici  comment. 
Ci,  par  exemple,  étant  une  racine  de  y"- — i=o,  on  a 

a"  —  1  =:  O  ,       ou      ej"  =  1  ; 

en  élevant  successivement  cette  équation  à  la  deuxième, 
à  la  troisième,  à  la  quatrième,  etc.  puissances,  il  viendra 

.«-"=1,     a'^'^=i,     «^"=1,     «5'»=i,etc. , 
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éqiialîons  qiii  équivalent  aux  suivantes  : 

(*^)''— i=o,(«^/— i=o,(«')"— i=c,(«^)'— i=o,etc.-, 

d'où  l'on  voit  que  «  étant  une  des  racines  de  l'équation 
'^" — 1=0,  autres  que  l'unité,  «*,  «^  tc\  «^,  etc.  ,  seront 
aussi  des  racines  de  la  même  équation. 

Il  ne  faut  pas  croire ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit , 
que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  y" — i=C  soit 
indélini  :  on  trouverait  bien  ,  à  la  vérité ,  que 

„i         -1-*-'         -,>i4-a         •,"-♦"''         otf 

satisfont  à  cette  équation  -,  mais 

«"=1,      mr-^'=:ct.''.ti^=ec,      «"■*■*==«:'',  «'rrr*"*,      etc. 

Lors  donc  que,  dans  les  élévations  indiquées  plus  haut , 
on  aura  passé  la  puissance  n ,  les  mêmes  résultats  revien- 
dront ,  et  dans  le  même  ordre  qu'auparavant. 

Depuis  o  jusqu'à  n,  au  contraire,  les  puissances  de  «  ne 
donnent  que  des  valeurs  différentes  ;  car  il  ne  peut  pas 

arriver  que  cc^  z=  »  ,  tant  que  fc  et  >  sont  moindres  que  n 
et  que  ce  nombre  est  premier.  En  elltt ,  il  en  résulterait 

et        =1,    /<  —  »    étant    •<  n  ;    amsi    les     équations 

y"  ^ —  i  =  o  et  v" — i  ■=^  o ,  auraient  une  racine  com- 
mune autre  que  l'unité  :  or,  en  cherchant  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  on  trouve  seulement  j' — 1. 

Il  suit  de  là  qu'en  prenant  pour  «  l'une  quelconque  des 
racines  de^" — 1=0,  autres  que  l'unité,  les  racines  de 
cette  équation  ne  pourront  être  que 

I,    te,    ce',    as^, «"-•  -, 

et  puisque 


1  «"1  «"1 

.  _   ^1 — 2—— — «r^ — 


on  eu  conclura  que -,—,  — ^_^  ,  sont,  dans  un 
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ordre  inverse  du  premier,  les   expressions  des  n — 1 

l^acines  autres  que  l'unité. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  Sm  et  de  so» 
inverse  rapportées  ci-dessus ,  on  aura 

1  _|_  «"'  _|.  «î'"  ^  «•?'" _|_  «c«-0'"  =  o  ou  =  7Î  , 

1.1.1  1 


j  J_ I JL. _} - 


o  ou  ■=,  n  , 


selon  que  m  ne  sera  pas  ou  sera  un  multiple  de  n. 
Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  ,  que  si  dans  la  série 


on  substitue,  au  lieu  de  a,  l'une  quelconque  de  ses 
puissances  autres  que  l'unité  ,  on  n'obtiendra  que  les 
mêmes  termes,  mais  placés  dans  un  ordre  différent-,  car 
ce  n'est  que  changer  la  racine  a  dans  une  autre  qui  doit 
reproduire  aussi  toutes  celles  de  l'équation  proposée , 
c'est-à-dire  les  puissances  ci-dessus. 

La  même  chose  se  prouve  encore  en  observant  que 
les  exposans  de  «t,  dans  la  série 

V      2i'      3v  (n — i)v 

étant  divisés  par  n ,  afin  d'en  ôter  les  multiples  de  ce 
nombre ,  laisseront  pour  restes  tous  les  nombres  depuis  i 
jusqu'à  n — i,  sans  lacune  ni  répétition,  si  »<^n,  pro- 
position qui  sera  démontrée  dans  l'un  des  articles  con- 
cernant la   théorie  des  nombres. 

17.  Quand  l'exposant  de  l'équation  à  deux  termes  est 
un  nombre  composé,  ses  racines  dépendent  des  équa- 
tions semblables  ayant  pour  exposans  les  facteurs  pre- 
miers de  celui  de  la  proposée.  Soit^"' — 1=0  celle-ci ,  et 
posons  m  =  up ,  n  et  p  étant  deux  nombres  premiers. 
H  est  d'abord  évident  que  les  racines  de  chacune  de*- 
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«quations 

y— 1  =  0,        y— ir=o; 

vériReront  la  proposée  ;  car  «  étant  une  racine  de  la  pre- 
mière, et  tt  une  de  la  seconde,  on  a  nécessairement 

^rn  _  ^nf  _  ^^ny  _  ^  ^ 

puisque  «"  =  i  ,  et  de  même 

mais  en  prenant  séparément  les  racines  de  ces  équations 

.  pour  celles  delà  proposée,  on  n'en  trouvera  en  tout  que 

71  -f-p,  parmi  lesquelles  l'unité  se  présent»  ra  deux  fois. 

11  faut  pour  obtenir  le  nombre  nécessaire  m,  combiner 
de  toutes  les  manières  possibles,  par  voie  de  multipli- 
cation ,  les  n  racines  de  ^" — ir=  o ,  avec  les  p  racines  de 
y^ —  1  =  o,  ce  qui  donnera  np  valeurs  qui  satisferont 
à  la  proposée  ,  puisque 

(««')'"=«'"*''"  =  «"''«''>''  =  (<«'')^(«V)''. 

Toutes  ces  valeurs  seront  différentes;  car  si  on  prend 
r<C",  s<Cp ,  et  que  «  et  «'  ne  soient  pas  tous  deux 
égaux  à  1 ,  on  ne  saurait  avoir  a.'^ '  =z  aa.' ,  puisqu'il 

en  résulterait  «  '"'  =  -:—  >  et  que  -— -  étant  racme  de 

l'équation  y"  —  i  ==  o ,  cette  équation  aurait  avec 
yP  —  1  =  o ,  une  racine  commune  autre  que  l'unité.  On 
verra  de  même  que  l'on  ne  peut  avoir  tcu=i. 

On  n'aura  pas  non  plus  (eicc'y  =^  i  ,  tant  qu'on  pren- 
dra q  <^m  ou  <^  np,  et  que  u  et  »  différeront  tous 
deux  de  l'unité ,  puisque  «'  et  «  *  ne  deviennent  pas  si- 
multanément 1,  lorsque  q  n'est  pas  à  la  fois  un  multiple 
de  n  et  de  p,  et  il  n'y  en  a  pas  au-dessous  de  np.  Donc, 
sous  les  conditions  précédentes,  la  racine  «««'donnera,  par 
•es  puissances,  toutes  les  racines  de  l'équation  y^ — i=o. 

Enfin ,  quand  m  =  n%  on  tirera  de  la  seule  équation 
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y"  —  I  =  o  ,  les  racines  àe  y'"  —  i  =:  o,  en  observant 

que  \  c/'j    =r  «"  =::  1  ,  et  mettant  danS'aa  ,  au  lieu  de  et', 

les  71  valeurs  de  \/ a. 

Lagrange  étend  ces  diverses  remarques  aux  cas  où  le 

nombre  m  a  plus  de  deux  facteurs  premiers  ;  mais  ce  qui 

précède  suffit  pour  l'objet  de  cet  ouvrage.    (Voyez  le 

Traité  de  la   Résolution  des  Équations  numériques  , 

,fl*  édit. ,  p.  243.) 

18.  On  a  vu  {Élém.  i83,  note)  que  la  recherche  ira- 

hiédiate  des  racines  d'inie  équation  par  leurs  relations 
avec  ses  coefficiens  ,  fait  toujours  retomber  sur  la  pro- 
posée ;  mais  il  n'eu  serait  pas  de  même  si  l'on  cherchait 
d'autres  fonctions  des  racines  ;  et  si  l'on  pouvait  trouver 
dé  ces  fonctions  qui  dépendissent  d'équations  d'un  degré 
moins  élevé  que  la  proposée  ,  il  en  résulterait  un  moyen 
de  résoudre  celle-ci,  comme  on  va  le  voir  pour  les  2^, 
3^  et  4^  degrés^ 

Soit  d'abord  l'équation  du  second  degré 

*  x'^-^-px-^-  q-=o\ 

.que  a  et  b  représentent  ses  deux  racines  :  on  aura 

a-j-3=:— p,     ab ^=:  q  (^Elém.  iS5). 

Eh  cherchant  à  déterminer  a  et  è  par  ces  deux  équations , 
on  trouverait  en  a  ou  en  b  une  équation  semblable  à  la 
-proposée;  mais  si,  par  quelque  moyen  que  ce  fût,  on 
parvenait  à  obtenir,  entre  les  racines  a  et  è  et  les  coefH- 
ciens  p  et  q  ,  une  seconde  équation  du  premier  degré , 
on  aurait  sans  peine  la  valeur  des  racines.  Il  faut  donc  que 
la  fonction  des  racines  qui  composera  cette  équation  soit 
de  la  forme  la  -{-  mb  ;  en  sorte  qu'on  ait  la-j-mb  =  », 
/,  7/1  et  z  étant  des-quantités  indéterminées. 

Gettç  fonction ,  /a -f- 7n&,  est  susceptible  de  deux 
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\aleurs  différentes  ,  en  y  changeant  a  en  è ,  et  récipro- 
quement; car  on  forme  par  ce  moyen  les  deux  expressions 
la-\-mb  et  Ib -{-ma.  Il  suit  de  là  et  de  ce  que  l'on 
a  vu  n°  8,  que  la  fonction  ia-}-mb,  ou  z,  dépend 
d'une  équation  du  second  degré ,  excepté  dans  le 
cas  où  m=l\  car  alors  elle  devient  /(a  -f  b) , 
et  ne  donne  que  la  somme  des  racines  qui  est  déjà 
connue. 

Puis  donc  que  la  fonction  cherchée  dépend  nécessai- 
rement d'une  équation  du  second  degré  ,  il  faut,  en  dis- 
posant convenablement  dt-s  quantités  indéterminées  m 
et  n ,  faire  en  sorte  que  cette  équation  soit  seulement  à 
deux  termes  ,  aGn  qu'elle  puisse  se  résoudre  par  une 
simple  extraction  de  racine.  Or,  dans  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes,  et  qui  ne  contient  par  con- 
séquent que  le  quarré  de  l'inconnue ,  les  deux  racines 
sont  nécessairement  égales  et  de  signes  contraires  •,  il 
faut  donc  qu'entre  les  quantités  la  -\-mb  ei  Ib  -\-  ma, 
qui  sont  les  racines  de  celle  qu'on  cherche ,  on  ait  la 
relation 

/«  -f-  mb  z= — Ib  — ma , 

d'où  l'on  tire 

l(a  +  b):=~m(ia-{-b), 

et  en  divisant  tout  par  a  -f-  i , 

/  =—m. 

Cette  condition  étant  la  seule  à  laquelle  il  faille  satis- 
faire pour  remplir  l'objet  proposé  ,  je  prendrai  pour 
plus  de  simplicité,  /= — m=:i  ;  la  fonction  cherchée 
sera  donc  a  —  b,  et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
numéro  cité  ,  elle  dépendra  de  l'équation  suivante  : 

(^_(a-.^)j   {z-(^b-a)]  =  o, 
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OU,  en  développant, 

2.^  —  œ"  —  b"^  -\-  2ab  =  o  ; 
or,  on  a 

«2  4- Z,^  —  2aè  =  (a  +  &)=*  —  4aZ?  =p*  —  4^  i 
substituant  dans  l'éqtiation  précédente,  il  vient 

d'où  l'on  tire  

Mettant  pour  z  sa  valeur  a  —  b,  et  combinant  cette 
équation  avec  celle-ci  : 

a  +  b  =  ^p, 

on  en  tirera,  pour  a  et  b ,  les  valeurs  suivantes  : 

^_—P+\/p-'-4q         v^-p-VW^^q 

C—  -  ,  D—  --  . 

qui  sont  les  mêmes  que  celles  que  donne  la  méthode 
ordinaire. 

ig.  Pour  simplifier  les  calculs  relatifs  à  l'équa- 
tion générale  du  troisième  degré,  on  la  suppose  pri- 
vée de  son  second  terme  ,  ce  qui  lui  donne  la  forme 
suivante  : 

x^  -{-px-\-q-=io\ 

et  par  des  raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n"  pré- 
cédent, On  cherche  à  priori  une  fonction  des  racines  qui 
les  détermine  facilement  et  qui  dépende  d'une  équa- 
tion plus  aisée  à  résoudre  que  la  proposée,  La  forme 
la  plus  simple  que  l'on  puisse  donner  à  cette  fonction, 
est  la  -\-  mb  -}-  ne  ;  et  en  y  changeant  entr'elles  lesr 
racines  a,  b,  c ,  elle  offre  six  combinaisons  différentes. 
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savoir, 

/a  -f-  mô  -f-  ne  ,  /«  +  me  -f  n^  , 

ib-j-ma  +  ne,  Ib -{- me  +  na  , 


Je  -f-  ma  -\-nb ,  U-  -L.  ,nb  -f 


ua 


ainsi  1  équation  dont  elle  dépend  est  du  sixième  de-ré- 
mais  cette  équation  deviendrait  résoluble  à  la  manière 

de    celles   du   second,    si  elle   prenait  la  forme 

z  4-^c^+Z?  =  o.   Dans  cette  hypothèse,  on  en  dé- 
duirait 

et  faisant  pour  abréger , 

les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  étant  i ,  «,  «'  (jb^) 
les  six  valeurs  de  z  seraient  '    '  ' 


lion... 


2,     «2.,     ct'z,     2,",     •-:;",     «V. 
Prenant  donc   deux   àe^   valeurs  de   la    fonctiun... 
la  +  mb  +  nc,   pour  les  quantités   z'  et  z",   faisant  * 
par  exemple ,  ' 

la-\-mb^  ne  =  z\        Ib -\- ma -\-  ne  =  z\ 

on  assujétira  les   quatre  autres  aux  relations   des    dl^ 
verses  valeurs  de  s  ,  au  moyen  des  équations 

lc-{'ma  +  nb=zcc{la^mb^nc), 

le  +  mb  -{-na^cc^lb  ^ma-^nc)[ 

lb-i-mc-hna  =  «'(  /a -j- mb -}- ne  )  ] 

la-^mc-\-  nb  =  k'\  Ib  -\- ma  +  ne  )  ] 

se  forment  en  comparant  deux  combinaisons  dans 

lesquelles  aucune  des    lettres  a,  b,    c  n'a   le   même 

Compl.  des  Elém.  d'Alg,  3 
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coefTicient,  et  d'où  l'on  tire,  en  transposant, 

(Z —  un  )c-|-(^ —  ««0  a  +  («  —  ecm)b=^Of 
( l —  an  )c-{-(m  —  etl  )  6 -4- ( 'i  —  ««'" )a  =  o , 
(  / —  tt^m  )  6  -f-  (  ^  —  «^^  )c  +  (n  —  «^/)a  =  o, 
(/  — (x.^m)a  +  (m.  —  «'^7i)c-t-(  ti  —  «*/)  b=o. 

Comme  ces  équations  doivent  se  vériRer  indépendam- 
ment des  valeurs  particulières  de  a,  b,  c,  on  égalera 
séparément  à  zéro  les  coeiliciens  de  ces  diverses  quan- 
tités, ce  qui  donnera  entre  les  inconnues  ly  m,  n,  les 
équations  suivantes  : 

/  —  «rt=o,       m  —  «Z=:o,       n  —  »m  =  o  , 
l  —  u'^m  =  o  ,       m  —  ei^n  =  o  ,        n  —  «*  /  =  o. 

Si  l'on  détermine  /,  m,  «,  au  moyen  des  trois  pre- 
mières ,  on  trouvera 


/  =  aii  ,  771 


a'rt  ,  71  z=  it^n 


et  si  l'on  se  rappelle  que  «"=1,  on  verra  que  ces  valeurs 
de  /  et  de  771  satisfont  aux  trois  équations  de  la  seconde 
ligne;  en  sorte  que  le  coefTicient  n  reste  indéterminé.  En 
le  supposant^  pour  plus  de  simplicité,  égal  à  i,  on  aura 
les  valeurs 

/==:«5,  771  =  «%  7I=i; 

c'est-à-dire  que  les  coelFiciens  /,  m,  n  seront  les  racines 
cubiques  de  l'unité  :  les  valeurs  de  z.'  et  de  s"  seront  par 
conséquent 

7!=ua-\-u'b-\-c  y  z"  =  a^a-\-ub-\-c; 

et  représentant  par  z  la  fonction  la -{- mb -\- ne ,  dont 
le  cube  ne  doit  avoir  que  les  deux  valeurs  z'^  et  z"^,  il 
viendra  (8) 

^^^^^^a+u-^b-^-cy)  {s^— («^a-f«6+c)3}  =  o. 
Ce  produit  est  facile  à  exprimer,  au  moyen  des  coeffi- 
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cîens  de  l'équation  x^-\-px-{-q:=o\  car  après  en  avoir 
chaàsé  la  quantité  «,  à  l'aide  des  relations  rapportées 
dans  le  numéro  16,  il  ne  contiendra  plus  que  des  fonc- 
tions s}Tnétriques  des  racines  a,  b,  c.  En  ne  développant 
pas  d'abord  les  seconds  termes  de  chaque  facteur,  on 
trouve 

mais 

développant  le  produit  (<ta-{- u^b-^()  (»^a-\-<tb-\-c)  ^ 
avec  l'attention  de  substituer  1  au  lieu  de  «\  —  1  au 
lieu  de  «  +  •*  et  de  «*  ~\-  »''  (16)  ,  il  viendra 

a*  -j-  b-  -\-  c^  —  ac  —  ab  —  bc  , 
quantité  équivalente  à 

a'+b'-h<^'-\-2ab'^9Mc-^tibc\  _  -z.li        ,  l  -. 

r:  L     z        -zu  /=(<ï+o-t-0'— 3fa64-ac4-ûc) 

=  —3p, 

puisque  l'équation  proposée  étant  sans  second  terme , 
on  doit  avoir 

a-\-  b  -{-  c  =  o; 
et  de  là  on  tire 

Faisant  ensuite  le  cube  de  tta  -f-  «-Z>  +  f ,  ainsi  qne 
celui  de  <t-a  -j-etb  -\-  c ,  prenant  la  somme  des  résultats  , 
et  mettant  1  pour  t"'  et  pour  «^ ,  —  1  pour  «  ^  «% 
et'  -f  «t'  et  **  +  *^  (iQ >  il  viendra 

aa^  -f-  ab^  -f-  ac^  -f-  1  zabc 

—  5a-c  —  5ac^  —  Za^b  —  ^ab"  —  Zb'c  —  5bc', 

expression  qui,  ne  renfermant  que  des  fonctions  s\Tné- 
triques,  peut  être  déterminée  par  les  formules  du  n°  7. 

3,, 


55  COMPLÉMENT 

Avec  un  peu  d'attention  ,  on  voit  aussi  qu'elle  est  équl-* 

valente  à 

_  g  [aZ»  (a+Z»  +  c)  —  flèc]! 
—  9  Ibc  (a  +Z>  4-  c)  —  fièc]| 
—  --279 
On  a  donc  enfin 

2.^  -f-  27^2.3  —  27p'  =  o  ; 
équation  qu'on  appelle  la  recZu/fe,  ou  \a  résolvmte ,  et 
dont  les  racines  désignées  ci-dessus  par  a'  et  2,",  sont 

Mais  les  équations 

jointes  à  l'équation  a-\-b  +  c=^o,  résultante  de  l'éva- 
nouissement du  second  terme  de  la  proposée ,  et  au 
moyen  des  réductions  indiquées  n°  16,  donnent 

c=-^.     b=  3 ,     a- 3—, 

et  si  on  met  pour  les  quantités  2,',  z\  a,  «^  leurs  valeurs, 
on  trouvera 

3 , .  3 

2 


1 


2 

2 
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De  cestroîi  racines,  la  première  seule  paraît  réelle  ;  les 
deux  autres  sont  sovs  une  forme  imaginaire. 

Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ces  formules ,  pour 
faire  connaître  les  diverses  circonstances  que  présente 
la  résolution  de^  équations  du  troisième  degré  ;  pour 
le  moment,  je  me  bornerai  à  observer  que  les  quan- 
tités z  et  z"  ayant  chacune  trois  valeurs  ,  puisqu'elles 
désignent  des  racines  cubiques  ,  il  pourrait  résulter  de 
l'emploi  successif  de  ces  valeurs  trois  s^^stèmes  de  ra- 
cines a,  b  ,  c;  mais  celui  que  j'ai  rapporté  plus  haut  est 
le  oeul  qui  satisfasse  à  l'équation 

x'  -f-  px  -\-  q  ■=z  o. 
Les  deux  autres  ofTrii  aient  respectivement  les  racines  des 
équations  x^  -f-  «P-^  ■^"  <7  =  °>  :c^^tt^px  -{-  q  :=  o , 
liées  à  la  proposée,  de  manière  à  fower  avec  elle ,  par 
la  multiplication,  une  équation  rationnelle  du  neuvième 
degré  ,  et  qui  conduiraient  également  à  l'équation  en  z, 
obtenue  ci-dessus,  parce  que  cette  dernière  ne  contient 
que  le  cube  dep^  qui  est  aussi  celui  de  «p  et  de  x  p. 

Pour  distinguer  le  système  des  racines  qu'il  faut  em- 
ployer ,  il  suiïit  d'essayer  s'il  rend  la  fonction 

ab  -^  ac  -{-  bc  égale  au  coefficient  de  x  dans  l'équation 
proposée  :  or  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  donnent 

û6  4-  ac  +  ^»c  =  —  i  z'  z", 

tt  on  a  d'ailleurs 

-V  =  — op. 

90.  Je  passe  au  quatrième  degré.  En  désignant  par  a^ 
b ,  c ,  djlei  racines  de  l'équation  sans  second  terme 

x^  -\-  px""  -j-  qx-{-  r=zc , 

on  cherche  encore  à  trouver  une  fonction  de  ces  racines 
qui  soit  de  la  forme  ha  -j- Ib  -{- me -{-  nd  ^  et  qui  dépende 
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d'une  équation  moins  élevée  ou  moins  difficile  à  résoudre 
que  la  proposée.  Dans  une  telle  fonction  ,  les  lettres 
c ,  b,  c,  d,  peuvent  être  combinées  de  vingt-quatre  ma- 
nières différentes  ,  et  par  conséquent  elle  doit  dépendre 
d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré  -,  mais  on  peut, 
en  établissant  des  relations  entre  les  coefficiens  indéter- 
minés k,  l,  mçtn ,  réduire  le  nombre  des  combinaisons. 
En  supposant  d'abord  /j  =  /,  il  ne  reste  plus  que  douze 
cbangemens  possibles  dans  la  distribution  des  lettres 
a,  b,  c,  d;  et  ces  cliangemens  se  réduiront  à  six,  si  on 
fait  771  =  n  :  la  fonction  ci-dessus  deviendra  alors 

/(a+Z»)  +  m(c-|- J), 

susceptible  de  cinq  autres  changemens, 

l(^b-hc)+7nia  +  d), 
/(è+fZ)  4-771  (fl-f-r), 
/(c-f-cZ)  -}-  771  (a  +  Z>). 

On  ne  peut  plus  dmiinuer  le  nombre  de  ces  combinai- 
sons sans  les  rendre  tontes  identiques  •  mais  en  posant 
/  —  —  m,  on  aura  les  six  quantités 

l{a-\-b^c— d),  l(c  -\-  d—a—  b), 

l{a-{-  c  —  b  —  d),  l(^b  +  d-^a  —  c}, 

lla-^d—b  —  c),  l(^b^c  —  a  —  d), 

telles  que  les  deux  qui  sont  sur  une  même  ligne  ne  diflfè- 
rentque  par  le  signe  ;  en  sorte  que  l'équation'du  sixième 
degré  ,  dont  elles  dépendent ,  doit  avoir  ti'ois  racines 
positives,  et  autant  de  négatives  respectivement  égales 
à  chacune  des  premières.  Cette  équation  sera  donc  de 
la  forme 

z^  4-  Az^  4-  iîc^  +  C  =  o     (  Éhm.  208  ) , 
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et  réductible  au  troisième  degré  ,  en  prenant  a*  pour  l'in- 
connue. Mais  ai ,  au  lieu  des  quantités 

/(a  +  6  — c— fZ),  etc.  , 

on  prend  leurs  quarrés,  on  n'aura  que  trois  fonctions 
différentes,  puisque 

et  aimi  des, autres;  et  faisant  /  =  i  dans  ces  dernières 
fonctions  ,  l'équation  qui  doit  les  donner  sera  le  produit 
des  trois  facteurs 

s  —  (a  -^b  —  c  —  cî)\ 
z  —  {a-{-c  —  b—dy, 
z  —  (a  -\-  d  —  b  —  c  )\ 
Or, 

{a  -\-  b  —  c —  dy  = 

a^-\-b*-^c*-^d*-{-Qab — 2or — aad — abc — i2hd-\-zcd=. 

{a-i-b-\-c-\-dy  —  4ac-^4ad  —  4bc  —  4bd; 

et  comme  l'équation  proposée  manque  de  second  terme , 
on  a 

a  _L  ^  -f-  c  4-  d:=  o, 
d  ou 

(a_}-t  —  c  —  dy=z—  4ac  —  4«^ —  4^^  —  4^^i 
mais  puisque ,  d'après  la  composition  des  équations , 

p  :=z  ab  -\~  ac  -j-  ad  -{-  bc  -^  bd  -^  cd , 
il  eij  résultera 

— 4ac — 4^^  —  4^c — 4^^  =  —  4p  -\-  4^^  +  4<^'^  • 

donc  enfin 

(^a  +  b  —  c  —  dy  —  —  4p  ^  4ab  -{-  4cd. 

On  trouvera  de  même 

(^a  +  c  —  b  —  dy  —  —  4P  ■\'  ¥c  -^  4^^l> 
\a-\-d--b—cy—  —  4p-^4ad-\-4b(.\ 
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Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  prend  l'inconnue  z  égaTff 
au  j  des  fonctions  (^a  -{-  c  —  b  < —  dy,  etc. ,  l'équation 
en  z  sera  le  produit  des  trois  facteurs 

z  -f-  p  —  {ab  +  et/), 

z  -f-  p  —  (û:f^+  ^<^)- 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  développer  ce  pro- 
duit, et  d'exprimer  en  p,  q  et  r,  les  fonctions  symétriques 
de  a,  b ,  c  et  d,  qui  s'y  trouvent  contenues. 

Pour  effectuer  le  calcul  avec  plus  de  facilité  ,  on 
posex'a 

z-\-p  ~u, 

ce  qui  donnera  les  trois  facteurs 

u  —  {ab-^cd),     u — {ac-\-bd),     u  —  (acZ-j-ôc). 

Le  coefficient  du  second  ternie  de  l'équation  en  u  sera 
égal  à 

—  (^ab  -\-  ac  -{-  ad  -\-  bc  -^  hd  -\-  cd")  , 

ou,  ce  qui  est  la  même  ch«se,  à  —  p  ;  celui  du  troisième 
sera 

a^bc  -f-  a^bd  -f-  a^cd 

-|-  ab^c  +  o.h'^d  -f-  b-cd 

-f-  abc^  -\-  ac'd  -j-  bc^d 

4-  abd"-  -f-  acd'  -f-  bcd'-. 

Cette  fonction  est  symétrique,  car  elle  ne  change  point, 
quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  quantités 
a,  b ,  c,  d  y  et  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  fonc- 
tion a^h^d  +  etc.  ,'dont  l'expression  est 

Pour  en  avoir  la  valeur ,  on  fait  /i  =  a,  p  =  j ,  ^  =  ! , 
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dans  la  formule  ci-dessus,  dont  on  ne  prend  que  la 
moitié  j  à  cause  que  p  ^=  q  '/û  vient 

cherchant  ensuite  les  valeurs  de  5,,  «Sa,  S3,  S^,  et 
observant  que  le  second  terme  manque  dans  léquation 
proposée,  on  trouve  —  4''  po"f  réiultat. 

On  arrive  immédiatement  à  ce  résultat,  en  remar- 
quant que  la  fonction  a'^bc  +  etc.  est  équivalente  à 

a  {abc  -\-  abd  -f-  acd  -f-  bcd)  —  abcd\ 

-+-  b  {abc  -\-  abd  +  acd  +  bcd)  —  abcd\    

-f-  c  {abc  4-  abd  -f-  acd  -f-  bcd)  —  abcdÇ 
4-  d  {abc  ■+-  abd  -f-  acd  -\-  bcd)  —  abcd) 
(a  -|_  Z,  -|_  c+f/)  {abc  -f  abd  +  acd-\-bcd)  —  ^abcd, 

et  se  réduit  par  conséquent  a  —  4^bcdj  puisque 

a-\-b-^c-{-dz=o. 

Le  dernier  terme  de  l'équation  en  u  étant  égal  à 

^{ab  +  cd)  {ac-{-bd)  {ad-\-bc), 

a  pour  développement 

__    f      a^bcd  +  ab\d -\- abc^d  +  abcd^  -ï 
\  -}-  a'^b'c-'  -f  a'b'd'^  -f-  a^c'd"  -f-  6=c  c?"^  j  ' 

La  valeur  de  la  première  ligne  se  déduirait  de  l'expres- 
sion générale  des  fonctions  de  la  forme  a'^b^c'id'  -f-  etc. 
en  y  faisant  n=.'3,pz=q  =  r=  1  ;  mais  on  voit  bien 
aisément  qu'elle  n'eat  autre  chose  que 

abcd  {a^  -^  b^  -^  c^  -j-  d')  =  rS^  —  —  spr. 

La  seconde  ligne  aura  pour  expression,  d'après  ce  qui 
précède , 

i  {SI  —  5S,S,  +  2^6  )  =  —  9.pr  4-  9'  ; 
réunissant  ces  deux  parties,  et  changeant  leurs  signej. 
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on  trouvera  -}-  4pr —  q^  pour  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion cherchée,  qui  sera  par  conséquent 

u^  —  pu^  —  4ru  -^  4p^  —  ^*  =  o  : 

mettant  z  +  p  au  lieu  de  u ,  il  viendra 

z^  -f-  2p2.'  +  (p=  —  4r)  z  —  q""  •=  o. 

Soient  maintenant  2,',  z",  z",  les  trois  racines  de  cette 
équation ,  qui  est  la  réduite ,  on  aura 

{a-\-c—b—dy=4z"\   d'où  \a-i-c—b—d~±Q\/7 
(^a+d-'b—cy=4z"'}  [a-{-d—b—c=±Q  \/z'\ 

Les  trois  dernières  équations  étant  ajoutées  alternative- 
ment avec  l'équation  a-f-6-|-c-f-c?  =  o,  qui  résulte 
de  l'évanouissement  du  second  terme,  donneront,  en 
ne  prenant  d'abord  que  le  signe  supérieur  dont  chaque 
radical  est  affecté , 

a-^b=  \/7,  a+c=  V7',  a  -\'  d=i  \/^ ; 
mais  la  somme  de  celles-ci ,  étant  écrite  dans  la  forme 

za-\-a-{-b-\-c  '\-dz=  v/7+  v/2^+  \/7', 
se  réduit  visiblement  à 

d'où  ,  par  ce  qui  précède ,  on  conclut  sans  peine 

d=l{^\/z'-.\/z:'+\/z''); 
et  en    prenant  les   signes  inférieurs  des  radicaux^  on 
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aurait  eu 

a  =  \{—  \/7—  VU'—  V7'), 
b  =  ii-  /£+  \/£+  V^^'). 

e/r=f(4- v/^'+  \/^"-  V/^")- 

Ces  huit  valeurs  comprennent  toutes  les  combinaisons 
qu'on  peut  faire  des  deux  signes  dont  chaque  radical  est 
affecté  ;  cependant  on  n'en  doit  employer  que  quatre. 
Cette   espèce   d'ambiguïté   tient  à   ce   qu'on    n'a  pas 

déterminé   immédiatement   les    fonctions 

a-\-b — c — d,  etc.  ;  mais  leur  quarré,  qui  reste  le  même  , 
quel  que  soit  leur  signe  et  celui  du  cofiicient  q  ,  puis- 
que l'équation  en  z  ne  contient  que  le  quarré  de  ce 
coeflicient.  Il  suit  de  là  que  les  racines  trouvées  doivent 
également  satisfaire  au  cas  où  q  est  négatif  comme  à 
celui  où  il  est  positif;  en  sorte  que  ces  huit  valeurs 
réunies  sont  les  racines  de  l'équation  résultante  du  pro- 
duit des  deux  suivantes  , 

x^  -f- p.r*  -f- çx  -f-  ;•  =  o ,  x^  -^  px*  —  qx  -{-r^^  o, 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  q  •,  et  que  par  con- 
séquent le  système  de  valeurs,  qui  répond  à  la  première 
équation,  doit  donner  la  somme  des  produits  des  racines 
prises  trois  à  trois  avec  un  signe  contraire ,  égale  à  une 
quantité  positive,  et  l'autre  doit  donner  cette  même 
somme  égale  à  une  quantité  négative. 

Ce  caractère  servirait  à  faire  reconnaître  l'ensemble 
des  valeurs  qui  conviennent  à  chaque  équation  en  par- 
ticulieri  mais  on  y  arrive  plus  simplement  en  multipliant 
entre  eux  les  premiers  membres  des  trois  équations 

a  -i-  b  —  c  —  f£z=±:2 \/z'  ,  , 
a  -i-  c  -^  b  —  d  =  ^zV'V' , 
a+d'-b  —  c=::t2\/7'; 
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car  en  réduisant  les  fonctions  symétriques  qui  com- 
posent le  produit,  on  trouve  que  sa  valeur  est  égale 
à  —  Sq]  il  faut  donc ,  dans  tous  les  cas  ,  prendre  les 
signes  des  radicaux  tels  que  leur  produit  soit  d'un  signe 
contraire  à  celui  du  coefficient  q;  mais  comme  pour 
déterminer ,  d'après  cette  condition ,  le  système  de  va- 
leurs qu'il  convient  d'employer,  on  doit,  suivant  la 
remarque  de  M.  Bret  (  Coirespondance  sur  l'École 
Polytechnique,  t.  II,  pag.  218)  ,  avoir  égard  à  la  na- 
ture des  racines  z\  z",  z",  de  la  réduite,,  je  renvoie  cet 
examen  aux  articles  dans  lesquels  je  discuterai  la  nature 
des  racines  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

21.  La  méthode  par  laquelle  ces  équations  ont  été 
résolues  précédemment  est  due  à  Lagrange  (y>/em. 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  ,  années  1 770 
et  1771  );  mais,  pour  l'exposer,  j'ai  suivi  la  marche 
tracée  par  M.  Laplace ,  dans  le  Journal  des  Séances  de 
l'École  Normale.  (Leçons,  t.  II,  pag.  3o2,  1'*  édition, 
ou  Journal  de  V École  Polytechnique  ,  7'  et  8'  cahiers  , 
pag.  46).  Quelque  féconds  que  soient  les  principes  de 
cette  méthode,  elle  n'a  pu  s'étendre  aux  équations  gé- 
nérales des  degrés  supérieurs  au  quatrième ,  parce  que 
la  fonction  dés  racines  qui  sert  à  les  déterminer  dé- 
pend d'une  équatioil  plus  élevée  que  la  proposée, 
ainsi  que  je  vais  le  montrer  en  présentant  l'extrait 
delà  i3*  note  de  la  seconde  édition  du  Traité  delà  ré- 
solution des  équations  numériques  ,  par  Lagrange. 

En  désignant  par  x  ,  x",  x'",. . .  x^'"^  (*),  les  racines 
de  l'équation  générale  du  degré  m,  il  cherche  une  fonc- 


(*)  Ici,    et  dans  tout    ce  qui  suit,    la   notation  (m)  désigne  U 
nombic  des  i^cccns  que  doit  poitei  la  lettre  Jafâi<^wrç. 
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tion  de  ces  racines  de  la  fomie 

X    +  «JC"  +  «^X* 4-  «m-l^^Cm)  ^ 

dans  laquelle  «c  est  l'une  quelconque  des  racines  de  l'é- 
quation y"* —  1  r=o,  autres  que  l'unité  positive.  Il  est 
aisé  de  voir  que  cette  expression  renferme  celles  qui  ont 
été  trouvées  ci-dessus  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
degré  i  car  elle  devient,  dans  le  premier  de  ces  cas, 

X'  +  c^"  -\-  U'X", 

et  il  suffit  d'y  changer  x"  en  a  ,  x''  en  è  et  x'  en  c  ,  pour 
ea  faire  la  valeur  de  z  obtenue  page  34. 

Lorsqu'il  s'agit  du  quatrième  degré ,  il  faut  remarquer 
que  l'équation^* — 1=  o  ,  outre  -\-i  et  les  racines  ima- 
ginaires -f-  y — 1  et  — y — 1  ,  a  encore  la  racine  — 1, 
qui ,  donnant  «^  =  1 ,  change  l'expression 

x'  +  ctx"  -}-  X^x"  -f-  «'x" 

en  X  -j-  X   —  X   —  x'^ , 

forme  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  pag.  38.  On 
voit  ici  que  la  présence  de  la  seconde  racine  réelle  de 
l'équation  y^  —  1=0,  simplifie  la  forme  de  la  fonc- 
tion cherchée  ;  et  il  arrive  quelque  chose  d'analogue 
toutes  les  foLs  que  l'exposant  du  degré  de  l'équation  pro- 
posée n'est  pas  tin  nombre  premier. 

32.  Supposons  d'abord  que  le  nombre  m  soit  pre- 
mier, et  prenons  5  pour  exemple;  la  fonction  cherchée 
sera  alors 

x   4-  «x"  -f  «'x"  -f-  «^x''  +  cc^x\ 

m  étant  une  des  racines  imaginaires  de  l'équation 

_y'  —  1  =0.  La  formation  des  diverses  valeurs  de  cette 
fonction  s'opérera  en  y  effectuant  toutes  !&>  permuta- 
tions possibles  entre  les  cinq  racines  x ,  x",  x'*,  x'^,  x% 
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OU  bien  en  laissant  ces  lettres  dans  le  même  ordre,  mais 
en  permutant  de  toutes  les  manières  possibles  leurs 
coefliciens  i  ,  a,  «^,  et'\  «+ ,  ou  enfin ,  comme  i  =  «°, 
en  permutant  seulement  les  cinq  exposans 

o,    1,2,  3,  4, 

dont  la  lettre  u.  est  successivement  aiFectée. 

Par  chacune  de  ces  opérations  on  trouvera  les  mêmes 
valeurs  au  nombre  de  1 .2. 3. 4- 5  =  120  (^Elém.  iSg); 
mais  ces  valeurs  peuvent  se  partager  en  groupes ,  ayant 
des  relations  qui  en  facilitent  la  recherche,  ainsi  qu'on  va 
le  voir. 

Posons  premièrement  l'équation 

et  multiplion,s  successivement  ses  deux  membres  par 
et,  «%  c6^)  v}y  en  observant  que  «^"^"  =  «"  (i6)  ,  nous 
aurons  ,  en  y  comprenant  la  première  valeur  ci-dessus , 
un  gi'oupe  composé  des  cinq  permutations  suivantes  : 

t!  —    x'  +  «x"  +  ct'-cd"  4-  «^x'*  +  «+x* 

u\:  =z  ux'  +  u-x"  +  «'x'"  H-  «^x'^  +     x\ 

uH'  =  a^x   +  «V  +  cc^x'"  -\-     x'"     +    «X% 

uY  ~  c^^x  4-  «^x"  +    x'   +  «-ï^"    +  «'-^', 

uh'  =z  u^x'  +    x"    -h   0^^^"    +  ''"x"'   +  '*'-^-'i 

et  par  quelque  puissance  de  «  qu'on  multiplie  l'une 
quelconque  de  ces  équations ,  on  n'en  saurait  repro- 
duire de  nouvelles. 

Il  est  facile  d'apercevoir  que  les  exposans  o,  i,  2,  3, 4/ 
de  la  lettre  a.,  quoiqu  ayant  changé  de  place  ,  ont  tou- 
jours conservé  dans  leur  succession  le  même  ordre  (si 
l'on  regarde  la  dernière  place  comme  contiguë  à  la  pre- 
mière) et  que ,  d'après  ce  caractère  qui  lie  toutes  ces 
permutations  entre  elles ,  chacun  des  exposans  a  occupé 
successivement  toutes  les  places. 
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Cela  posé  ,  si  on  met  à  part,  dans  Tensemble  des  120 
permutations,  toutes  celles  où«°=i  occupe  la  première 
place,  et  qui,  différant  par  les  arrangemens  qu'on  peut 
faire  des  quatre  autres  exposans ,  sont  au  nombre 
de  1.2.3.4  =  24,  chacune  de  ces  permutations,  par 
la  suite  de  multiplications  indiquées  ci-dessus,  formera 
un  groupe  de  cinq  permutations  toutes  différentes  entre 
elles,  dans  chaque  groupe,  et  d'un  groupe  à  l'autre, 
puisque  dans  ce  dernier  cas  l'ordre  général  de  succession 
des  exposans  sera  interverti  par  le  dérangement  opéré 
dans  celui  des  quatre  derniers. 

Si  donc  on  désigne  par  t',  t" ,  t" .  . .  .t^^+),  les  24  per- 
mutations où  M°  occupe  la  première  place  ,  les  valeurs 
dea  120  permutations  seront  comprises  dans  24  groupes, 
savoir,  le  précédent  et  ceux  que  donneraient  f", 
t",, .  .  t^^^^  ;  de  même  l'équation  de  laquelle  dépend  la 
fonction  cherchée  ,  se  partagera  donc  en  24  produits 
composés  chacun  de  cinq  facteurs  de  la  forme 

(f__t')(f  — «t')(f  — «>f')(f_«V)(f  — «'0  =  «^— «'^ 

et  ne  contiendra  par  conséquent  que  des  puissances 
de  t ,  dont  l'exposant  sera  multiple  de  5,  ce  qu'on  peut 
voir  aussi  en  observant  qu'elle  doit  rester  la  même  lors- 
qu'à la  place  de  t  on  y  substitue  it"t,  valeur  telle 
que  (^a"ty:=t^.  Faisant  donc  t^  =  û,  l'équation  en  d 
ne  sera  plus  que  du  degré  1.2.3.4  =  24. 

Cette  dernière  équation  peut  elle  même  se  dé- 
composer en  six  facteurs  qui  dépendent  de  nouveaux 
groupes  de  permutations  qu'on  formera  de  la  maniera 
suivante,  dans  les  24  permutations  où  u°  occupe  la 
première  place.  En  laissant  de  côté  ce  terme,  si, dans 
les  quatre  qui  restent  on  remplace  «  successivement 
par  chacune  des  autres  racines  imaginaires  de  l'équation 
y^  —  1  ,  ce  qui  revient  à  changer  «  en  »",  ti\  «^  (i6). 
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en  ayant  soin  de  réduire  tous  les  exposans  de  a,  lors-^ 
qu'ils  surpassent  5 ,  on  obtiendra  les  quatre  permu- 
tations suivantes   : 

si  l'on   n'écrit  que  les    exposans  de  u. 

Traitant  de  même  toutes  les  permutations  des  quatre 
exposans  i,  2,  3,  4>  où  1  est  à  la  première  place, 
et  qui,  ne  diiFérantque  par  l'arrangement  des  trois  autres, 
sont  au  nombre  de  1 . 2 .3  =  6 ,  on  formera  cinq  nou- 
veaux groupes  composés  chacun  de  quatre  permuta- 
tions ,  toutes  différentes  entre  elles  ,  et  d'un  groupe  à 
l'autre ,  parce  qu'en  plaçant  ces  groupes  à  côté  les  uns 
des  autres  à  la  suite  du  précédent,  on  aura,  sur  la 
première  ligne,  l'exposant  i  accolé  aux  6  arrangemens 
qu'on  peut  faire  des  nombres  2,3,4»  ^^^  ^^  deuxième 
ligne ,  2  ^ccolé  aux  6  arrangemens  qu'on  peut  faire  des 
nombres  4, 1  >3,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  n'offre  aucune 
répétition. 

Désignant  donc  par  6",  6",  6'^,  les  trois  quantités  dé- 
rivées de 

ê'  —  (x'  4-  ex"  -j-  ctV  +  u'x'"  +  u^x'f 
en  y  changeant  successivement  et  en  at'^,  a?,  a^,  on  aura 
pour  déterminer  les  quatre  valeurs  de  ô  comprises   dans 
le  premier  groupe  indiqué  ci-dessus ,  l'équation  du  qua- 
trième degi'é 

(<l  _  J')  (ô  _  r  )  (0  —  0")  (9  -  fl'O  =  o> 
dont  les  coefTiciens ,  fonctions  symétriques  des  quantités 
e',  e",  6",  fi'",  étant  rapportés  aux  racines  x ,  x" ,    etc. 
de  l'équation  proposée ,  n'auront  qu'un  nombre  de  valeurs 
égal  à  celui  des  groupes. 
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En  effet ,  parmi  les  vingt-quatre  permutations  dont 
ces  racines  sont  susceptibles  dans  l'expression  de  9, 
celles  qui  n'opéreraient  que  des  échanges  entre  les  va- 
leurs de  Ô  appartenantes  au  même  groupe,  ne  produi- 
raient aucun  changement  dans  les  fonctions  symétriques 
<3e  ces  quantités,  (^uant  aux  autres  peruiutafions,  elles 
ne  feraient  qu'échanger  les  groupes  entr'eux;  car  une 
valeur  de  ô  appartenante  à  un  groupe  quelconque,  ne 
peut  devenir  celle  d'un  autre,  sans  que  toutes  les  valeur» 
composant  le  premier  ne  deviennent  celles  du  second, 
puisque  les  valeurs  d'un  même  groupe  se  déduisent 
toutes  de  l'une  quelconque  d'enlr'elles  par  le  change- 
ment de  tt  en  «',  «'  et  «e'. 

Soient  donc  7",  7",.  .  .  .  7"^',  les  coefTiciens  de 
la  même  puissance  deÔ,  dans  les  équations  du  qua- 
ti'ième  degré  qu'on  tirerait  des  six  groupes  de  va- 
leurs dont  il  est  susceptible;  ces  coefliciens  ne  pou- 
vant tout  au  plus  que  s'échanger  eutr'eux  dans  les 
diverses  permutations  des  racines x',  x",  etc. ,  l'équation 
du  sixième  degré 

(^T—T)  {T—T") (r—T^v.  )__Q^ 

t)ù  T  désigne  l'inconnue,  et  qui  ne  comprend  que  des 
fonctions  symétriques  des  7' accentués,  demeure  tou- 
jours la  même,  et  peut  ainsi  se  former  rationnellement 
par  les  coefTiciens  de  l'équation  proposée. 

Quand  l'un  quelconque  des  coefliciens  de  l'équation 
du  quatrième  degré  en  Ô  que  je  représenterai  par 

Ôi_r93_^  rô^  — etc.  =  o, 

«st  connu,  on  peut  obtenir  tous  les  autres,  en  obser- 
vant que  cette  équation  doit  être  un  diviseur  de  celle 
cju'on  formerait  avec  les  vingt-quatre  valeurs  de  Ô,  com- 
binées toutes  ensemble,  et  dont  les  coefliciens,  ûéce*^ 
Compl.  des  Élem.  d  Alg.  ^ 
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sairement  fonctions  symétriques  des  racines  .r,  x\  etc.  , 
s'exprimeraient  par  ceux  de  la  proposée.  Pour  cela,  il 
suffit  de  diviser  la  dernière  équation  en  6 ,  par  celle  du 
quanième  degré  ,  et  d'égaler  séparément  à  zéro  les 
quatre  termes  du  reste  de  la  division  {Elém.  210):  on 
formera  entre  T,  t/,  etc. ,  des  équations  au  moyen 
desquelles  on  pourra  déterminer  trois  de  ces  coelhciens, 
en  fonctions  rationnelles  de  celui  qui  reste ,  de  T,  par 
exemple.  L'équation  finale  que  l'élimination  des  autres 
fournirait,  serait  nécessairement  vérifiée  par  la  valeur 
de  7' trouvée  immédiatement.  ^ 

La  détermination  de  la  fonction  t' =  V'^ ,  dépend 
donc  en  dernière  analyse  de  la  résolution  d'une  équation 
du  sixième  de>2;ré  en  T,  suivie  de  celle  d'une  équation 
du  quatrième  degré  en  6.  Tel  est  l'état  le  plus  simple 
auquel  on  ait  pu  jusqu'ici  ramener  la  resolution  de  l  e- 
quation  générale  du  cinquième  degré. 

23    II  est  bien  aisé  d'étendre  au  degré   dont  l'expo- 
gant  est  un  nombre  premier  quelconque  m,  ce  qui  vient 
.  d'être  indiqué  pour  l'exposant  5.  Avec  l'expression 

on  formera  premièrement  le  groupe  des  m  valeurs 

i',  cet',  uH', «'"-'f'  ; 

et  il  y  aura  autant  de  ces  groupes  qu'il  y  a  de  manières 
d'arranger  les  m— 1  exposans  1,  Q,  3,.  ..m-~i,  c'est- 
à_dire  1.2.3 (m  —  1  )•,  ce  nombre  sera  donc  1  ex- 
posant de  l'équation  finale  en  6=r. 

Ensuite,  dans  les  premières  valeurs  de  chacun  de  ces 
groupes,  désignées  par  t\  t"    i'\  etc.      changeant  «  en 

«*  «^         .«'""S  on  partagera  les  1  .ci.ô {m—  i) 

valeurs*  de  6  en  autant  de  groupes  composés  de  m—  i 
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Valeurs  conjuguées,  qu'il  y  a  de  manières  d'arranger  les 
m — 2  exposans  a,  3, ...m — i,c'est-à  dire  i.2.3...(m — 2); 
ainsi  les  coefFiciens  de  l'équation  ayant  pour  racines  les 
m  —  i  valeurs  comprises  dans  un  même  groupe  ,  n'au- 
ront' que  1.2.3 (m  —  2)  valeurs  différentes  ;  d'où 

il  suit  que  la  résolution  de  l'équation  proposée  du  degré 
m  ,  ne  dépend  que  de  celle  de  deux  équations ,  l'une  du 
degré  i .  2 . 3 .  .  .  (  m  —  2  ),  et  l'autre  du  degré  m  —  1 . 

24.  La  formation  immédiate  des  coefiîciens  de  ces 
équations ,  par  le  développement  des  fonctions  des  ra- 
cines de  l'équation  proposée  est  à  peu  près  impraticable 
dès  le  cinquième  degré  ;  et  Lagrange  n'a  pas  entrepris 
<3e  Tachever  ,  malgré  qu'il  en  ait  simplillé  le  travail 
par  quelques  artifices  dont  je  vais  donner  une  idée, 
parce  qu'il  se  présentera  une  occassion  de  les  appliquer 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage. 

La  première  chose  à  faire  c'est  le  développement  de 
l'expression 

t'  —  {x  -\-  *r"  -f-  a^x' -f  «'"-'xC'")  }"•. 

Il  est  évident  qu'étant  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
eances  de  et ,  qu'on  peut  toujours  abaiiser  au-dessous  de 
l'exposant  m,  il  sera  de  la  forme 

«'  =  I  -f  ^r  +  «"i"-  .  • .  4-  «'""'  ^"^"—^ , 
les  lettres  |,  T,  1",  etc.  désignant  des  fonctions  des  ra- 
cines de  la  proposée ,  susceptibles  d'autant  de  valeur» 
que  6' ,  et  ne  changeant  que  par  les  permutations  qui  le 
font  changer. 

Si  d'abord  on  pose  «  =  i ,  et  qu'on  indique  par  ê"  la 
valeur  que  prend  alors  fi',  on  aura,  par  l'expression  ci- 
dessus  , 

mais ,  la  yaleur  de  i'  ou  t''" ,  en  x',  x",  etc. ,  devenant 
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dans  la  même  circonstance , 

I  x'  -f-  a;'  H-  x". . . .+  xW}"», 

se  réduit  à  la  puissance  m  de  la  somme  des  racines  de 
réquation  proposée  :  désignant  donc  par  A  cette  somme 
que  le  coefficient  du  second  terme  fait  connaître ,  oo 
auia 

d'où 

et  par  conséquent 

É'^^^+c^— or+(«"—i)i"..- +('«'"-'— oi*^"-^. 

Les  valeurs  de  è" ,  è'\ .  .  .  OC'"-'),  se  déduiront  de  l'ex- 
pression ci-dessus  par  le  seul  changement  de  u  en  «% 

•On  pourra  employer  à  la  formation  des  coefficiens 
de  l'équation 

qui  renferme  un  groupe  de  valeurs  de  ô ,  le  procédé 
du  n°  9^  mais  on  facilitera  le  calcul  des  sommes  des 
puissances  semblables  de  fl',  è",  etc. ,  par  le  déve- 
loppement de 

ô'"  =1  (  I  -f  «r  -}-  «"I" . . .  +  «"'-'  i^'"-o  )", 

qui  donnera  un  résultat  de  la  forme 

l'indice  ra,  placé  au  bas  de  la  lettre  |,  indiquant  la 
puissance  de  6'  à  laquelle  ces  coefficiens  se  rapportent; 
et  conmie  «"",  fl'"",  elc.  se  déduisent  de  la  précédente 
en  substituant  a'^,  «^, .  .  .«'""',  au  lieu  de  u,  on  aura 

SJ  —  ()'"  -f  e""  4-  T" . .  .  +  etc.  = 

(m— i)i„ +(«-{- «^-i-«^..+«'"-or™ 

+  («^-H«^ )!"»  -fetc. 
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expression  OÙ  les  coeflîciens  àel'„,  |"„,  etc.  ne  différeront 
entr'eux  que  par  l'arrangement  des  termes  (16).  Or, 
parle  n°  cité,  on  a 

«  +  «'  +  «'...  -f  «"'"'  =  —  1  ; 
donc 

SJ  =  {m  —  i)în  — 1\  —  I";,  —  r„  —  etc. 

=  niln  {in  +  l'n.  "f  4"n  +  etC.)  J 

mais  la  quantité  comprise  dans  la  parenthèse  étant  ce 
que  devient  S'"  lorsque  «=1 ,  sera  égale  à  ^'"'':  donc  enfin 
Sn^  =m|,  —  A""". 
En  faisant  n  =  1,  2,  5,...m  —  1,  dans  cette  formule 
qui  ne  contient  que  le  premier  terme  de  ô'"',  on  formera 
toutes  les  quantités  nécessaires  à  la  détermination  des 
coefiiciens  T,  U,  etc. ,  de  l'équation  en  9. 

25.  Il  nous  reste  maintenant  à  faife  voir  comment 
les  racines  de  l'équation  proposée  se  déduisent  des  va- 
leurs de  la  fonction  ô.  Pour  plu?  de  simplicité  ,  nous  re- 
présenterons ici  par  et,  /3,  y,  ^,  les  racines  de  l'équa- 
tion y^ —  1=0,  différentes  de  l'unité  :  car  nous  nous 
bornerons  aucas  où  m=5.  En  employant  successivement 
chacune  de  ces  racines  dans  l'expression  de  6 ,  nous  for- 
merons les  quatre  équations 

y'7   =x'-\-  ax"  +  c^x"  4-  «"x'^-f  «^x^ 

5   

V/ô"    r=x'4-  ^x"-j-,3^x"'  +  ,'3^x'^'  +  /3'x^ 

V/r    =:x'-f  vx"  +  V^x"+'AV^+V':r% 

\/T^  —  x'-\-  ^x" -{- ^'x'"+  r-x'"  +  ^^x\ 

auxquelles  joignant  l'équation 

A  =  x+  x"  +  x"  -f-  x'^ -h  x^ 

nous   en  aurons  le  nombre  nécessaire  pour  déterminer 
toutes  les  inconnues. 
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Si  on  ajoute  d'abord  toutes  ces  équations ,  en  obser- 
vant que  «"  -f.  ^"  -f-  y«  _j-  <^''  -|-  t  :=  o ,  tant  que  n  n'est 
pas  divisible  par  5  (i5),  on  aura 

multipliant  ensuite  les  quatre  premières  respectivement 
par  «6^,  /3',  y^,  cT'^,  avant  de  les  ajoutera  la  dernière  ,  il 
ne  restera  dans  la  somme  que  l'inconnue  x" ,  et  l'on  aura 

5  5  5    5   

On  obtiendra  des  résultats  analogues  par  rapport  aux 
trois  autres  racines  x"\  x'^,  x^,  en  prenant  successive- 
ment pour  facteur  de  chacune  des  quatre  premières 
équations ,  une  pui.ssa'ice  des  racines  u,  /S,  y,  «^,  telle,  que 
l'inconnue  cherchée  soit  multipliée  par  la  5^  puissance 
de  ces  racines  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  ce  procédé  est 
général  ('*). 

26.  Passons  maintenant  au  cas  où  l'exposant  m  de 
l'équation  à  résoudre  est  un  nombre  composé,  dont  les 
facteurs  premiers  sont  n  et  p.  En  n'employant  dans  la 
fonction 

que  les  racines  de  l'équation  y" — 1=0(17),  les 
puissances  de  et  se  répètent  de  n  en  n  ;  rassemblant  tous 
les  termes  qui  sont  multipliés  parla  même,  on  a 


5 

{*)  Lagrange  i-epresente  ^  par  v^' j  parce  que  faire  4  =  1, 
c'est  la  mcme  chose  que  de  substituer  a."  au  lieu  rie  a,  et  qu'on  peut 
par  consiqnont  regarder  l'expression  de  ^î'  comme  dérivée  de  celle 
de  Ô',  en  y  changeant  a.  co  a°,  et  substituant  ua  "  à  l'acceul  '  (24.). 
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t'=  (x' +a:C''^')-{-xC^"+':)-|-etc.), 
-f  «e  (x"  +  xC''^-)4-  jC "+ )  -f-  e^c.)  , 
+  *^  (x"  +  x^^^  )  +  xC^"-+-0  -f-  etc.) , 
4-etc., 

expression  de  la  forme 

t'  =  A"  +  a. Y"  +  ct^X" 4-  A"-'  -YC").         ^ 

Regardant  alors  les  quantités  X',  X",  X\  . . .  XC"),  comme 
les  racines  d'une  équation  du  degré  n,  on  poun'a  appli- 
quer à  la  nouvelle  expression  de  t'  les  raisc^nnemens  des 
n°'  22 et  24  i  on  fera  t'"=.b' ;  on  aura  en  conséquence 

6'=  I  +  tf|'  +  «H".  .  .  +  *"-'|t«-'), 

expression  dans  laquelle  les  fonctions  A'',  A',  A",  etc. ," 
se  comporteront  comme  x',  x",  x",  etc.,  dans  celle  du 
n*  22,  en  sorte  que  la  nombre  n  étant  supposé  premier,  on 
partagera  encore  les  valeurs  deô  en  groupes  qui  en  con- 
tiendront ra —  i,  données  par  une  équation  dont  les  coef- 
fîciensdépendrontd'équations  des  degrés  1  .2. 3... (a — 2), 
ayant  pour  coefTiciens  des  fonctions  rationnelles  de  X', 
X\  etc. 

Ces  dernières  dépendront  à  leur  tour  d'équations  qui 

se  formeront  en  effectuant  entre  x\  x", xt"0,  toutes 

les  permutations  par  lesquelles  cesfonctions  A',  A",  etc., 
changent  de  valeurs  ,  permutations  dont  le  r'imbre 
se  réduit  beaucoup  à  cause  que  les  racines  x',  x",  etc. 
s'y  trouvent  sans  coefilciens.  En  effet,  d'après  sa  com- 
position , 

A'  =  x'  -f-  x'"^-).  .  .  -h  a:('n-''+0 

ne  saurait  changer  de  valeur  par  toutes  les  perrantaHons 
qu'on  ferait  entre  les  p  racines  dont  il  est  formé  ;  il  ne 
faudra  donc  avoir  égard  qu'aux  combinaisons  différentes 
que  donnent  les  m  racines  x',  x",  x'", . .  .  prises  en  nom- 
)iïQp-j  et  comme  toutes   ces  racines  doivent  se  partager 
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entre  les  n  fonctions  X',  X", . . .  XC"),  il  y  aura  autant 
de  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  qu'il  y  aura  de  ma- 
nières de  partager  m  racines  en  groupes  qui  en  ren- 
ferment chacun  un  nombre  p. 

Or,  1°.  un  groupe  quelconque  pourra  se  former  de 

m  (m —  ï)  . .  .  (m — p-f"^) 
1.2.3 p 

manières,  ce  qui  revient  à 


o. 


1.2.3. .  .(m — p).  1 .2.3. .  ./j' 

en  ajoutant  en  même-temps  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur les  nombres  consécutifs  depuis  i  jusqu'à  m — p 
inclusivement. 

2*.  Quand  on  aura  choisi  pour  X'  l'une  de  ces  combi- 
naisons ,  la  deuxième  fonction  X"  se  formera  d'autant 
de  manières  que  les  m — p  racines  restantes,  prises  en 
nombre/?,  fourniront  de  combinaisons  diverses,  c'est-à- 
dire  de 

1.2.3.  .  .(m — p) 
1.2.3. ..(m  —  2p).i.2.3...p 

manières  ;  et  chacune  de  ces  combinaisons  pouvant  ré-t^ 
pondre  à  chacune  des  précédentes,  le  système  des  fonc-s 
tions  X',  X"  pourra  se  former  d'autant  de  manières  que 
l'indique  le  produit  des  deux  nombres  que  je  viens  de 
trouver ,  et  qui  se  réduit  à 

1 , 2 . 3 ...  m 

1.  2.  3...  (zn  — 2/7).  (1.3.3.../?)'' 

en  supprimant  les  facteurs  i  .2,3. .  .(m — p),  communs 
au  numérateur  et  au  dénominateur.  En  opérant  ainsi 
n —  1  fois  ,  c'est-à-dire  jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  que  p 
racines  pour  former  la  dernière  fonction  X^"^,  on  trou- 
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vera  que  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  former 
airaultanénient,  avec  les  racines  x',  x", .  . . j;^"\  l'en- 
semble des  fonctions  X',  A'", . .  .X";  est  exprimé  par 


1.2.0. 


i.2.3...[m  — (/i  —  i)p].(  1.2.3... p)"-* 
1.2.3.  .  .m 


(1.2.3.../))"* 

puisque  de  m  =  np,  il  suit  m  —  (n  —  i  )p=p.  Mais  si 
l'on  regarde  les  valeurs  des  fonctions  X',  A'",  .  . .  A^"), 
comme  les  racines  d'une  seule  équation  dont  l'inconnue 
serait  X ,  les  coefficiens  de  cette  équation  étant  tous  des 
fonctions  symétriques  de  ses  racines,  conserveront  la 
même  valeur  dans  toutes  les  combinaisons  de  x',  x", .  . . 
qui  ne  feraient  qu'échanger  entr'elles  les  valeurs  de 
X',  X",  etc. ,  c'est-à-dire  permuter  ces  fonctions  ;  et 
comme  leur  nombre  est  n ,  celui  de  leurs  arrangemens 
1 .2.3.  .  .n,  il  faudra  donc  diviser  par  ce  dernier  celui 
qui  a  été  trouvé  plus  haut ,  et  on  obtiendra 

1  .  Q .  3 .  .  .  m 
1 .2.3. . .n. (i .2.3. . .pj* 

pour  le  nombre  de  valeurs  différentes  que  prendront  les 
coefTiciens  de  l'équation  en  X,  par  les  permutations  des 
m  racines  x',  x",  etc.  de  la  proposée. 

Or,  les  cnelFiciens  de  l'équation  en  9,  exprimés  par 
les  fonctions  A',  X",  etc.,  dépendant  immédiatement 
d'ime  équation  du  degré  i  .2.3. .  .(n  —  2),  dépendront 
d'une  équation  du  degré 


.2.3. 


1  .2.Û.  .  .m 


1 .2.0.  .  .«.(1 .2.3.  .  ./j) 
1.2.3.  .  .m 


-.1.2.3. ..(rt— 2) 


—  („_i)n(i.2.3...p)"* 
lorsqu'on  les  rapportera  aux  racines  x',  x",  etc. 
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27.  Quand  les  valeurs  de  ô  sont  obtenues ,  on  form* 
celles  des  fonctions  X',  X'\ . .  .  X^"^ ,  comme  on  a  formé 
celles  de  x,  x",  etc. ,  dans  le  n°  26  ,  mais  en  substituant 
aux  racines  imaginaires  de  ^"^ — 1=0  celles  de... 
y— 1=0. 

Pour  parvenir  ensuite  aux  valeurs  des  racines  de  l'é- 
quation proposée  ,  il  faut  chercher  les  coeiFiciens  du  fac- 
teur formé  des  p  racines  comprises  dans  le  même  groupe, 
et  dont  A"  donnera  la  somme.  Ce  facteur  sera  par  con- 
séquent de  la  forme 

xP  —  X'xP~'  4-  xxP-"  — (MxP-^-f-  etc.  =  o  ; 

et  les  conditions  qu'il  doit  remplir  pour  diviser  exac- 
tement l'équation  proposée  {Elém,  210)  déLcrminerout 
les  coefFiciens  inconnus  A,  f^,,  etc.  en  fonctions  ration- 
nelles de  X'. 

Il  suit  donc  de  ce  qui  précède,  que  la  résolution  d'une 
équation  générale  du  degré  Tn=^np,  dépend,  en  der- 
nière analyse ,  de  deux  équations ,  l'une  du  degré 

I  1  .2.3.  .  .771 


'(77 — I  )  77  (1 .2.0. .  .p)"* 


et  l'autre  du  degré  p ,  ce  qui  est  plus  simple  que  lorsque 
m  est  un  nombre  premier. 

Lorsque  771=: 6,  on  peut  prendre  77=2,   pz=5;  la 
première  de  ces  équations  devient  du  degré 

1 .2.3.4.5.6 


2(1.2.3)= 


■  =  10' 


et  l'autre  du  3*.  Suivant  les  formules  du  n'  23,  les  équa- 
tions auxiliaires    se   seraient  élevées,  l'une   au  degré 
1,2.3.4  =  24°,  l'autre  au  5*. 
Il  est  bon  de  remarquer  que  l'équation   du  degré  p 
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étant  un  facteur  de  la  propoâée,  celle-ci  se  décompose 
en  n  facteurs,  au  moyen  de  n  valeurs  de  la  fonction  X\ 

28.  Si  les  fonctions  de  la  forme  de  t' ,  dépendant  d'é- 
quations plus  difficiles  à  résoudre  que  la  proposée,  dèi 
qu'elle  passe  le  quatrième  degré,  ne  peuvent  conduire  à 
la  résolution  des  équations  générales  d'un  degré  quel- 
conque ,  il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  attendre  plus  de 
succès  d'aucune  autre  fonction  des  racines,  ni  d'aucune 
autre  méthode.  Le  principe  de  celle-ci  ne  pourrait  diffé- 
rer qu'en  apparence  de  celui  de  la  méthode  précédente  ; 
car,  suivant  la  marche  de  l'Algèbre,  la  résolution  d'une 
équation  générale  doit  rei. fermer  toutes  ses  racines  dans 
une  seule  expression  ,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
obtenir  ime  certaine  racine  plutôt  que  toute  autre.  Cette 
loi  se  vérifie,  en  effet,  sur  les  expres>ions  obtenues  précé- 
demment-, toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  dé- 
rivent d'une  seule,  par  rechange  des  diverses  racines  de 
l'unité  entr'elles. 

Pour  le  second  degré,  par  exemple,  l'expression  de« 
racines  étant 

se  change  en  a  et  en  è,  selon  qu'on  prend  le  radical 
avec  le  signe  -f-  ou  le  signe  — . 

Il  est  facile  de  voir  aussi  que  les  expressions  des  ra- 
cines de  l'équation  du  cinquième  degré,  obtenues  dans 
le  n°  25,   sont   comprises  dans  la  formule  suivante  , 

x'-\-x"  -{-x"'  -hx'^  -f-    x' 
5 


4-  cT"  /(^^^^V^F^^^y^M^^^' 
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car  les  quantités  écrites  sous  les  radicaux  deviennent 
identiques  avec  ê',  fi",  6'",  6^",  lorsqu'on  remplace  yS, 
y,  ^,  par  leurs  valeurs  respectives  «%  «^,  tc'^;  et  pre- 
nant ensuite  pour  n  les  nombres  depuis  5  jusqu'à  i  , 
on  retombe  sur  les  expressions  du  n°  cité.  C'est  le  chan- 
gement que  subit  l'exposant  n ,  qui  indique  ici  la  mul- 
tiplicité des  valeurs  dont  les  radicaux  sont  susceptibles, 
puisque  cela  revient  à  mettre  pour  «  ses  diverse* 
valeurs. 

Vander monde  (Mem.  de  VAcad.  de  Paris,  1771  )>' 
qui  a  le  premier  donné  à  cette  remarque  toute  l'étendue 
dont  elle  est  susceptible,  a  conçu  que  le  problème  de  la 
résolution  des  équations  générales  consistait  à  former , 
avec  les  diverses  racines  de  l'unité  (qui  servent  à  ca- 
ractériser la  multiplicité  des  valeurs  d'un  radical  quel- 
conque) et  avec  les  racines  de  l'équation  proposée, 
une  fonction  qui  pût  devenir  successivement  égale  à 
chacune  de  ces  dernières.  C'est  à  ce  point  qu'on  doit 
arriver  par  toutes  les  méthodes;  car  quelle  que  soit 
la  composition  du  résultat ,  en  y  remplaçant  les  coefFi- 
ciens  de  l'équation  proposée  par  leurs  expressions  con-_ 
nues ,  on  le  changera  touiours  en  une  fonction  des  racines, 
fonction  qu'il  faudra  déterminer,  soit  immédiatement, 
soit  en  la  faisant  dépendre  d'autres  fonctions.  C'est  aussi 
ce  que  Lagrange  prouvait  en  même  temps  par  l'examen 
des  diverses  méthodes  proposées  antérieurement  pour 
résoudre  les  équations  littérales  (  Mém.  de  VAcad.  de 
Berlin,  année  1770),  et  dont  nous  donnerons  une  idée 
générale  dans  la  suite. 

D'après  ces  principes,  le  point  fondamental  de  la  ques- 
tion était  la  découverte  d'une  fonction  non  symétrique, 
établissant  entre  les  racines  de  l'équation  proposée  une 
relation  différente  de  celles  qu'exprime  la  composition 
des  coefficiens,  et  qui  dépendît  d'une  équation  plus  facile 
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à  résoudre  que  la  proposée.  Lagrange,  à  la  fin  de  soa 
beau  travail ,  ne  put  donner  que  des  vues  générales  pour 
déterminer  a  priori  le  degré  de  l'équation  d'où  doit  dé- 
pendre une  fonction  des  racines  dont  la  composition  est 
connue.  En  poursuivant  ces  vues,  M.  Paolo  RufFmi  a 
prouvé  qu'avec  cinq  lettres   on  ne   pouvait  déjà  plus 
former  des  fonctions    non  symétriques    qui  n'eussent 
que  quatre  valeurs  (Mémoires  de  la  Société  italienne, 
tom.  XII,    et    Theoria  générale  délie  equazioni);   et 
M.  Cauchy  (dans  le  17*  cahier  du  Journal  de  F  École 
Polytechnique ,  p.  9)  a  démo.^tré  ce  beau  théorème  :  Le 
nombre  des  valeurs  différentes  d'une  fonction  non  symé- 
triques de  n  quantités  ,  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  du 
plus  grand  nombre  premier  p  contenu  dans  n  ,  sans  de- 
venir égal  à  z.  C'est  ainsi  qu'on  a  pu  former  des  fonctions 
de  trois  lettres  qui  n'eussent  que  deux  valeurs  (19),  et  des 
fonctions  de  quatre  lettres  qui  n'en  eussent  que  trois  (20); 
mais  celles  de  cinq  et  de  six  lettres ,  qui  doivent  ad- 
mettre plus  de  deux  valeurs,  n'en  sauraient  avoir  moins 
de  cinq.  Telle  est  la  vraie  difficulté  de  la  résolution  des 
équations  générales.  M-PaoloRuifini,  qui,  dès  1798, avait 
entrepris  de  prouver  qu'elle  était  insurmontable,  a  re- 
produit et  perfectionné  ses  raisonnemens  dans  ses  ïxijîes- 
sioni  interno  alla  soluzione  délie  equazioni  algebraiche 
générale  {Modena,    i8i3).  INIais  s'il  faut  renoncer  à 
exprimer,  par  un  nombre  limité  d'opérations  algébriques 
généralement  indiquées ,  les  racines  d'une  équation  quel- 
conque au  moyen  de  ses  coefficiens ,  on  doit  v  avoir  d'au- 
tant moins  de  regret ,  que  la  forme  de  ces  racines  en  rend 
l'application  numérique  toujours  très  longue  et  quelque- 
fois impossible ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  (*). 

(*)  L'emploi  des  permutations  n'est  pas  seulement  utile  pour 
résoudre  les  équations  des  dct;rcs  supérieurs  au  premier  ;  il  s'offre 
aiusi  daiis  la  recherche  des  valeurs  des  inconnues  déterminées  par 
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^Observations  su7'  les  expressions  des  racines  des  équationi 
du  troisième  et  du  quatrième  degré, 

29.  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  est  de  la 
forme  a:'  +  px  -f-  ç  =  o ,  c'est-à-dire  que  le  coefïïcient 
p  est  positif,  des  trois  racines  qu'elle  comporte ,  deux 
sont  imaginaires,  une  seule  est  réelle  (19);  mais  si  p 
est  négatif,  ou  qu'on  ait 

x'^' pjC  +  ^  =:  O  , 

le  radical  quarré  v-syP  ■+"i9%  qui  entre  dans  l'expres- 
sion des  trois  racines,  se  changeant  en  \/ — lïjP^-hiq^t 
devient  imaginaire,  si  —■  p^  surpasse  jq'^.  Toutes  les  ra- 
cines sont  alors  affectées  d'imaginaires  ,  et  paraissent 
par  conséquent  telles.  Cependant  on  a  vu  (^Élém.  21 3) 
que  toute  équation  de  degré  impair  avait  nécessairement 
une  racine  réelle;  il  y  a  donc  pour  le  cas  qui  m'oc- 
cupe ime  contradiction  au  moins  apparente  ,  et  qu'il 
faut  lever. 

Cette  contradiction  tient  à  ce  que  l'on  aurait  tort  de 
prononcer  qu'une  expression  composée,  renfermant  dis 
imaginaires,  est  imaginaire ,  à  moins  qu'on  n'ait  prouvé 
qu'elle  les  conserve  lorsqu'elle  est  développée,  La 
formule 


les  équations  gcnc'ralcs  du  premier  degré.  M.  Laplace  avait  mon: 
tré  par  ce  moyen,  dès  177a  [Mèm.  de  V^cad.  des  Sciences) , 
q\iclqnes-uncs  des  propriétés  des  fonctions  qui  entrent  dans  ces  va- 
leurs. Vandcrmonde  ,  en  les  trouvant  de  son  côte  ,  introduisit  dans 
le  calcul  une  notation  Lien  ingc'niensc,  et  qui  pourrait  devenir  fort 
utile.  M.  Monge  donna  ensuite  (  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique,  \5^  cahier;  une  interprétation  georaétriquc  très  curieuse 
des  fonctions  dont  il  s'agit.  Enfin  elles  ont  fourni ,  h  MM.  J.  Binet 
ctCauchy,  le  sujet  de  deux  beaux  Mémoires.  (Journal  de  l'£çole 
Polytechnique,  iGe  et  i;e  cabiers.} 
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peut  s'écrire  ainsi , 

3 3 

•I  l'on  fait,  pour  abréger, 

ets'il  arrivait  que  les  quantités  a-{-b\/'-i  eta-^by — i 
fussent  des  cubes  parfaits  de  la  forme 

(^  +  i7\/^)3  et  (.4  — Z?/^=^)3, 
^  et  B  étant  des  quantités  réelles  ,  on  aurait  alors 

valeur  réelle. 

Si  l'on  avait,  par  exemple. 


en  s'assurerait ,  par  l'élévation  au  cube  ,  que 


y/a  4- 1 1  V"  —  1  =  2  +  }/—  1  , 

3     _  

V/a  —  1 1  V/  —  1  =  2  —  \/'—  1 , 
«t  on  trouverait  4  pour  la  somme  des  deux  radicaux. 

Les  premiers  analystes  qui  s'occupèrent  de  la  résolu- 
tion des  équations  des  degrés  supérieurs  ,  après  avoir 
remarqué  l'espèce  de  paradoxe  développé  ci-des?us, 
parvinrent  en  effet  à  tirer  de  l'expression  même  de  la 
première  racine  un  résultat  délivré  des  imaginaires , 
lorsque  les  quantités  comprises  sous  les  radicaux  cubiques 
étaient  des  cubes  parfaits. 

3o.  ce  C'est  de  cette  manière,  dit  Lagrange  (*) ,  que 

(*)  Séances  des  Ecoles  Normale»  (Leçons,  t.  III,  pag.  agS, 
première  édition),  Journal  lU  l'Ecole  Polytechnique  (,7«  ec  8» 
c^liiers,  pag.  aaG;, 
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V  Bombelîi  s'est  convaincu  de  la  réalité  de  l'expression 
îi  imaginaire  de  la  formule  du  cas  irréductible  (c'est  le 
)>  nom  qu'on  donne  à  celui  que  j'examine);  mais  cette 
•)•>  extraction  n'étant  possible  en  général  que  par  les 
)■>  séries,  l'on  ne  peut  parvenir  de  cette  manièÉe  à  une 
■)•)  démonstration  générale  et  directe  de  la  proposition 
51  dont  il  s'agit. 

■)■)  Il  n'en  est  pas  de  même  des  radicaux  quarrés  et  de 
»♦  tous  ceux  dont  l'exposant  est  une  puissance  de  2.  En 
55  effet,  si  on  a  la  quantité 


\/a-\-b\/—i   -{.\/a—b\/—i, 

îi  composée  de  deux  radicaux  imaginaires ,  son  quatre 
55  sera 

sa  4-  2  \/âH-^j 

35  quantité  nécessairement  positive  :  donc,  en  extrayant 
»  la  racine  quarrée ,  on  aura 


\/2a+ 2\/a^  +  6^ 

«  pour  la  valeur  réelle  de  la  quantité  proposée.  Mais  si , 

55  au  lieu  delà  somme,  on  avait  la  différence  des  mêmes 

y)  radicaux,  alors  son  quarré  serait  20  —  o,  y/a'^-j-Z»^ 

S5  quantité  nécessairement  négative;  et  tirant  la  racine, 

}5  on  aurait  l'expression  imaginaire  simple 


V'2a  —  2  \/a^  -f-  ^''' 
55  Si  on  avait  la  quantité 


\/«  +  6\/—  1   -\-Va  —  b\/^  i  , 
V  on  l'élevrait  d'abord  au  quarré,  ce  qui  donnerait 

4.  

Vaa  -h  2  y'a^  -^  b^  -^  u  \/a'  +  b% 
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«  quantité  réelle  et  positive;  on  aura  donc  aussi,  en 
V  extrayant  la  racine  quarrée,  une  valeur  réelle  de  la 
j>  quantité  proposée ,  et  ainsi  de  suite.  Mais  si  on  voulait 
y>  appliquer  cette  méthode  aux  radicaux  cubiques  ,  on 
Y)  retomberait  dans  une  équation  du  troisième  degré, 
Yt  dans  le  cas  irréductible. 
»  Soit  en  effet 


i^  en  élevant  d'abord  au  cube,  on  aura 


T)  savoir  : 


sa  4"  Sx  \/  à"  -f-  />^  r=  x^, 
»  ou  bien 

.•5    

rc''  — 3x\/a='  +  Z>"—  sa  =  o, 
•)'>  formule  générale  du  cas  irréductible,  puisque 

ï  (2^)' +  rr  (- 3  \/ ^M=^^)^  =  -  K 
y)  S'ib  ^=Oy  on  aura 

3  _ 

X  =  2  y  a  ; 

:>  il  faudra  donc  prouver  que  b  ayant  une  valeur  quel- 
51  conque  réelle ,  x  aura  aussi  une  valeur  correspondante 
•)■)  réelle.  Or  l'équation  précédente  donne 

^/ ~-  X^  2rt 

)>  et  élevant  au  cube ,  on  trouve 


û*  +  Z'= 
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)5  d'où 

-         a:9  —  Gax^  —  i  Ba'x'  —  8a' 
b^  = , 

)i  équation  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  : 

u  —  r~  * 

r)  ou  bien  sous  celle-ci  : 

11  Cette  dernière  forme  fait  voir  que  b  est  nul,  lorsque 
i\  a:^  =  8û!,  qu'ensuite  6  augmentera  toujours  sans  in- 
r>  terruption,  lorsque  x  augmentera;  car  le  facteur 
11  (x^-)-a)*  augmentera  toujours,  et  l'autre  facteur 
11  augmentera  aussi ,  parce  que  le  dénominateur  x^  aug- 

11  mentant,  la  partie  négative  —,  qui  est  a  abord  =  i , 

51  deviendra  toujours  moindre  que  i.  Ainsi,  en  faisant 
11  augmenter  par  degrés  insensibles  la  valeur  de  x"^  depuis 
51  8a  jusqu'à  l'infini,  la  valeur  de  b"^  augmentera  r.ussi 
11  par  degrés  insensibles  et  correspondans ,  depuis  zéro 
11  jusqu'à  l'inlini.  Donc  réciproquement  à  chaque  valeur 
11  de  6%  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  il  répondra  une 
r>  valeur  de  x"^  comprise  entre  8a  et  l'infini  ;  et  comme 
11  cela  a  lieu ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a ,  on  en  peut 
11  conclure  légitimement  que  ,  quelles  que  soient  les 
5)  valeurs  de  a  et  de  ô  ,  la  valeur  correspondante  de  x-^, 
11  et  par  conséquent  aussi  de  x ,  sera  toujours  réelle. 
11  Mais  comment  assigner  cette  valeur?  Il  ne  paraît  pas 
11  qu'elle  puisse  être  représentée  autrement  que  par  l'ex- 
11  pression  imaginaire,  ou  par  une  expression  en  série, 
11  qui  en  est  le  développement  (que  je  ferai  connaître 
T>  par  la  suite);  aussi  doit-on  regarder  ces  sortes  d'ex- 
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>»  pressions  imaginaires,  qui  répondent  à  des  quantités 

V  réelles  ,  comme  faisant  une  nouvelle  classe  d'exprès- 
«  sions  algébriques,  qui,  quoiqu'elles  n'aient  pas,  comme 
7)  les  autres  expressions  ,  l'avantage  de  pouvoir  être  éva- 

V  luées  en  nombre  dans  l'état  où  elles  sont ,  ont  néan- 

V  moins  celui  qui  est  le  seul  nécessaire  dans  les  opéra- 

V  tions  algébriques,  de  pouvoir  être  employées  dans  ces 
n  opérations  comme  si  elles  ne  contenaient  point  d'ima- 
y»  ginaires  (*).  :■> 

C'est  l'impossibilité  de  réduire  sous  une  forme  en  même 
temps  réelle  et  composée  d'un  nombre  limité  de  termes 
algébriques,  les  racines  d'une  équation  du  troisième  de- 
gré, quand  ^p^  est  négatif  et  surpasse  ^  q^,  qui  a  fait 
donner  à  ce  cas  le  nom  de  cas  irréductible;  l'expres- 
sion de  la  première  racine  n'est  alors  qu'un  cas  par- 
ticulier de  celle-ci  : 


\/a  +  6/— i-f-  \/a  —  b\/—  i, 

qui  appartient  aussi,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite  ,  aune  quantité  réelle  ,  mais  inassignable  algébri- 
quement et  d'une  manière  finie ,  par  tous  les  moyens 
connus  jusqu'ici,  quand  n  n'est  pas  une  puissance  de  a. 

3i.  Non-seulement  dans  le  cas  irréductible  la  pre- 
mière racine  est  réelle  ,  mais  les  deux  dernières,  qui  sont 
maginaires  dans  tous  les  autres  cas,  deviennent  réelles 
dans  celui-ci.  On  peut  d'abord  le  voir  immédiatement 
lorsque  les  quantités  â-}-  by^ —  i  et  a  —  by  —  i  sont 
des  cubes  parfaits  ;  car  en  substituant   leurs   racines 

(*)  On  emploie  ces  expressions  avec  succès  dans  l'application  de 
FAIgèbre  à  la  Geomttiie,  par  rapport  h  la  division  des  angles.  Cette 
théorie  se  trouve  développée  dans  l'Inti-oduction  de  mon  Traité  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

5.. 
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j4^B  y/—  1  et  A  —  B \/  —  1  à  la  place  des  radi- 
caux cubes  dans  la  deuxième  et  la  troisième  racines  (19), 
et  efFectuantles  multiplications  conformément  au  n' 17a 
des  Èlémens,  on  trouve 

=  —J—B\/S.  ■ 

52.  On  peut,  sans  le  secours  de  l'extraction  des  ra-^ 
cines  démontrer  que  lorsque  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion x^  -\-px  -f-  (/  =  o  sont  réelles ,  p  est  négatif,  qu'on 
a  nécessairement  ^p^>i(7%et  que,  réciproquement, 
lorsque  â^p'^  surpasse  ^^%  les  trois  racines  sont  réelles. 

En  effet ,  soit  a  une  racine  réelle  de  l'équatioa 
3^3  -^px  -(-  g  =  o ,  on  aura 

d'où  q  =--a?—pa, 

et  par  conséquent 

ce'  —  û'-|-p(x— a)=o-, 

divisant  alors  par  x — a,  on  obtiendra  réquation 

ic»+aJ  +  a*  +  /î  =  o, 

dans  laquelle  sont  renfermées  les  deux  autres  racines  de 
la  proposée,  et  dont  on  tire 

x=-ia±:/— ia=^— p- 
On  voit  d'abord,  à  l'inspection  de  ce  résultat,  qua 
les  racines  qu'il  fournit  ne  pourront  être  réelles,  à 
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moins  que  p  ne  soit  négatif  et  en  même  temps  égal  à 
|a%  ou  plus  grand. 

En  changeant  donc  le  signe  de  p,  et  supposant.  .  . 
p  =  2a^-\^d,  on  aura 

x^ — px-^q=o,  a? — pa-^q-=o; 

les  trois  racines  seront  a,  —  z^-\-V^d,  —  ^a — yd;  et 
en  mettant  pour/j  sa  valeur  dans  l'équation  a-^ — pa-{-(]=^'^> 
on  trouvera 

qz=z  —  j  a^  -}-  ad- 

Pour  comparer  cette  valeur  de  ^  à  celle  de  p,  sans  con-^ 
naître  celle  de  a  ,  il  faut  élever  p  au  cube  et  q  au 
quarré,  afin  que  la  plus  haute  puissance  de  a  soit  la 
même  dans  les  deux  résultats  ;  il  viendra  ainsi 

p^  =  ILa'-hHa^d-^la^d^-\-d\ 
q^=zi~,a^^\a^d^a^d\ 
d"où 

iTP'  =  i-y+Tza^d  +  -ka^d^-\-ijd\ 

et  par  conséquent 

ijp'-{q*=.-hci'd-\a^d^+ijd^ 

=  3d^^a^-^a^d^^d^) 
=:3di{a^^^,dr. 

La  dernière  valeur  Zd  (  ^a^ — ^dy  étant  toujours  posi-» 
tive,  tant  que  d  sera  positif,  puisque  son  second  facteur 
est  un  quarré ,  donne  évidemment 

et  le  contraire  ne  pourra  avoir  lieu ,  à  moins  que  d  ne 
soit  négatif,  c'est-à-dire  à  moins  que  les  deux  dernières 
racines  de  la  proposée  ne  soient  imaginaires.  En  faisant 
d=o^  on  a 


hp'  =  in' 
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et  les  trois  racines,  qui  sont  encore  réelles,  ont  entre 
elles  une  relation  remarquable,  indiquée  par  les  valeurs 
suivantes:     a,     — ^a,     — ^a. 

Il  est  donc  prouvé  par  ce  qui  précède,  que  si  une  équa-^ 
iioji  du  troisième  degré  a  au  moins  y  dans  tous  les  cas , 
une  de  ses  racines  qui  soit  réelle,  toutes  le  deviennent 
lorsque  p  est  négatif,  et  que  -f^P^  surpasse  ^q".  Or,  on 
a  vu  (^hlém.  21 3)  que  toute  équation  d'un  degré  impair 
a  au  moins  une  racine  réelle ,  quelques  valeurs  qu  aient 
ses  coejfficiens  ;  donc  toutes  les  trois  sont  réelles  dans  le 
cas  cité. 

33.  En  attendant  que  j'expose  les  séries  qui  expri- 
ment les  valeurs  approchées  des  racines  des  équations 
du  troisième  degré  dans  le  cas  irréductible,  je  rap-» 
porterai  ici  un  procédé  beaucoup  plus  simple,  donné 
par  Clairaut  dans  ses  Élémens  d'Algèbre. 

Ce  procédé  consiste  à  ramener  l'équation 

x^ — px-\-  q=.o  à  la  forme  z^ — z^=.r ,  en  faisant 
a-=7nz,  et  déterminant  la  quantité  m  de  manière  à 
rendre  le  coefficient  de  z  égal  à  l'unité.  Par  la  substitu-» 
tion  indiquée,  il  vient  '    > 

posant  m^t=:p,  on  a 


nv" 


et 


nr 


mais  pour  que  la  dernière  de  ces  valeurs  soit  toujours  po- 
sitive, on  prendra  m  du  signe  contraire  à  celui  de  q.  Cela 
posé,  l'équation  z'' — z  =  rne  peut  tomber  dans  le  cas 
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irréductible,  qiie  lorsque  ^>i»"'',  c'est-à-dire  lorsque 

r<^Y  ~<^ -,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu  autant 

3  V  3 
que  la  valeur  positive  de   z  est  entre  les   limites  i  et 

— =.  En  effet,  il  est  visible  que  z  doit  surpasser  l'unité 

\/3 

pour  que  la  quantité  2,^  —  z  soit  positive;  mais  si  l'on 

faisait z= — ==1/7,  on  aurait  pour  résultat  — 7^, 
V/3  '  3\/3 

nombre  plus  grand  que  r. 

Si  donc  on  suppose  a=l-4-<^,  la  lettre  <^  ne  poui  ra 
représenter  qu'une  petite  fraction ,  moindre  que  ta  diffé- 
rence o,  1 547  qui  se  trouve  entre  1  et  \/ -^  ;  le  cube  0,0037 
de  cette  fraction  peut  être  négligé  ,  et  le  résultat  de  la 
substitution  de  i  -f-  «^  à  la  place  de  z  daud  l'équalioii 
proposée,  en  omettant  <^-',  conduit  à 

2^  -f  0$^  =  r, 
d'où  l'on  tire 

cT^-i  ±1^/7+37,. 

et  par  conséquent 

z=i+ê^^ 3 ' 

puisqu'on  ne  cherche  que  la  valeur  de  z  qui  surpasse 
l'unité.  La  limite  de  l'erreur  que  l'on  peut  commettre  par 
cette  méthode,  ne  s'élève ,  sur  la  valeur  de  z,  qu'à  un 
millième  d'unité.  En  effet,  si  fon  suppose  z=.  v/f ,  va- 
leur qui  répond  à  rr=^  \/j,  et  pour  laquelle  ^  est  le 
plus  grand  possible,  la  formule  ci-dessus' donnera 


3-f-\/l-f\/i         ,.         ,     ,/- 
ZT=;  — ■ — ^— -:^ — -^  au  lieu  de  y  j, 

ce  qui  ne  diffère  du  vrai  que  de  0,00126. 
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Soit  pour  exemple  l'équation  x^—f  i3x-j-b=:oy  on 
fera  a;  =  --2 y/ 13,  et  l'on  aura 

5 


d' 

où  l'on 

déduira 
5 

2 

3 

i3\/i3* 

3 

i5    - 
i3v/T3' 

—  2\/T3- 

». 

v/i3 

=  --5,784. 

Si  l'on  veut  pousser  plus  loin  l'exactitude ,  on  em-, 
pK)iera  la  méthode  donnée  dans  le  n°  21 5  des  Élémens,^ 
et  on  trouvera 

x=  —  3,78434- 

34.  Je  vais  m'occuper  maintenant  des  racines  de  l'*^ 

quation  du  quatrième  degré, 

x"^  -{-  px"^  -j-  qx  -\-  r  =  o. 
Ces  racines  dépendent  de  celles  de  la  réduite 

23_|.2ps«^(^^_4;-)^_^^:::=0 (/?),. 

et;  Ton  a ,  par  le  n°  20 ,  les  deux  systèmes  de  valeurs , 

a:=i(+v/^'-\/^'-\/£")(  )=i(-\/i+\/^y- Vn 

x=K-  V  ^'4-  v/^'-  ^£")  [    ] =K+  \/zy-  \/i+  V^O 

dont  il  faut  choisir  celui  dans  lequel  le  produit  des  trois 
termes  est  du  signe  contraire  au  signe  du  coefficient  q  ; 
cr,  ce  signe  résulte   de   celui   dont  chaque  radic«l  e:;fc 
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affecté,  et  de  celui  que  prend  le  produit 

suivant  la  nature  des  racines  z\  z.",  2,*,  de  la  réduite. 

On  doit  d'abord  observer  que  la  combinaison  de5 
signes  des  termes  de  chaque  valeur  de  x  donne  +  dans 
le  premier  système  ,  et  —  dans  le  second. 

Cela  posé,  \°.  l'équation  (/î)  ayant  son  dernier 
terme  négatif ,  doit,  lorsque  ses  trois  racines  sont  réelles, 
les  avoir  toutes  positives,  ou  seulement  une  positive 
et  les  deux  autres  négatives  ;  car  le  dernier  terme  étant 
le  produit  de  toutes  les  racines  prises  avec  un  signe 
contraire ,  ne  peut  être  négatif  que  lorsque  ses  trois 
facteurs  sont  négatifs,  ou  qu'il  n'y  en  a  qu'un  seul. 
Dans  le  premier  cas ,  les  racines  z',  z",  a",  étant  posi- 
tives, le  produit  V^z'.  y/z".  V/z.*,  ne  peut  avoir  que  le 
signe  -f- ,  et  par  conséquent  c'est  le  premier  système 
de  valeurs  qu'il  faut  prendre,  si  q  est  négatif,  et  le 
second  ,  si  q  est  positif. 

Dans  le  second  cas ,  si  l'on  désigne  par  z'  la  ra- 
cine positive  de  l'équation  (/î),  et  qu'on  pose  2;"= — *, 
2,"=  —  /3 ,  il  vient,  suivant  la  remarque  du  n"  172  des 
Élémens  , 

v/î'".  V^'.  V^  =  V^-  \/^-  \/=^=—  V^^ 

ce  quichange  l'ordre  des  signes  caractéristiques  de  chaque 
système ,  en  sorte  qu'il  faut  prendre  le  premier  lorsque 
q  est  positif,  et  le  second  lorsque  ce  coefficient  est 
négatif, 

2^  Quand  l'équation  (  7Î  )  a  une  racine  réelle  et 
deux  imaginaires ,  sa  racine  réelle  est  nécessairement 
positive ,  car  les  deux  imaginaires  ne  pouvant  prove- 
nir que  d'une  équation  du  second  degré  ,  dont  le  der- 
nier terme  soit  positif,  et  qui  «oit  par  conséquent  de  1^ 
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forme  z^-{- ^z-{-B  =  o,  il  faut  que  le  facteur  du  pre- 
mier degré ,  qui  contient  la  racine  réelle ,  soit  de  la 
forme  z — y,  sans  quoi  le  dernier  terme  du  produit  du 
premier  facteur  par  le  second ,  serait  positif. 

En  résolvant  l'équation  z^-^yiz'\-B  =  o,  on  aura 


.=-4^^/^-n. 


2      V   4 

mais  pour  qtie  ses  racines  soient  imaginaires ,  il  faut  que 

^     ■ 

faisant  dofx  pour  abréger , 

il  viendra 

Désignant  par  z  la  racine  réelle ,  on  posera 

et  pour  connaître  le  véritable  signe  de  yz".  yz'  , 
il  faudra  faire  attention  à  celui  de  u.  Si  ce  dernier  est 
positif  j  il  viendra 

V/â'.  \/'^'.  \/7"  =  \/{oe+ii^)z'; 

ce  produit  étant  positif,  le  choix  du  système  des  va- 
leurs de  X  se  fera  comme  si  les  trois  racines  de  l'é- 
quation (/i)  étaient  réelles  et  positives-,  mais  si  «  est 
négatif,  il  faut  observer  que 
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parce  qu'il  en  résulte 

et  qu'alors  le  choix  du  système  des  valeurs  de  x  doit 
être  le  même  que  si  la  réduite  avait  deux  racines  né- 
gatives (*). 

35.  Quant  à  ce  qui  regarde  la  nature  des  racines 
de  l'équation  du  quatrième  degré  proposée ,  on  voit 
1°.  qu'elles  seront  toutes  réelles,  lorsque  celles  de 
l'équation  (/î)  seront  réelles  et  positives  : 

2°,  Que  si  cette  dernière  a  deux  racines  négatives  , 
la  proposée  aura  ses  quatre  racines  imaginaires ,  excepté 
le  cas  où  les  deux  quantités  négatives  z" ,  z",  seraient 
égales  entr  elles  ;  car  alors  elles  se  détruiraient  dans 
deux  racines   qui   deviendraient  réelles   et  égales ,    à 

—  -j-  \/ z  dans  le  premier  système,  et  à  -f"  a  V^-^'  ^^"^ 
le  second  : 

3°.  Si  deux  des  racines  z"  et  z"  de  la  réduite  sont 
imaginaires ,  deux  des  quatre  valeurs  de  x  contien- 
dront l'expression 

qui,  quoiqu'affectée  de  symboles  imaginaires,  est  réelle 
et  égale  à 

{*]  Telles  sont,  à  peu  de  chose  pris,  les  remarques  faites  jj^i 
M.  Brei.  Depuis  on  a  propose  (Journal  de  l'Ecule  Pnljteih- 
nique,    76  et  Se  cahiers,  p.  aSg)  d'éviter  l'ambiguite  des  sj-sicnics 

des  valeurs  de  x,  en  tirant  de  Tcquation  V/c'-  \^ z" •  \-'' t" ^= — 7 
(30),  la  valeur  de  l'un  des  trois  radicaux,  ce  qui  nduit  les  deux 
systèmes  de  valeurs  à  un  seul ,  auquel  on  peut  donner  la  lormc 

mais  ces  formules  n'ont  pas  la  symétrie  qui  règne  d.ins  les  antres. 
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ces  deux  racines  seront  par  conséquent  réelles  :  les  deux 
autres  contenant  la  quantité 

qui  revient  à 

seront  par  conséquent  imaginaires. 

Pour  reconnaître  par  les  coefïiciens  mêrpes  de  la  pro-- 
posée ,  dans  quel  cas  l'équation  (/?)  a  ses  trois  racines 
réelles,  il  n'y  a  qu'à  faire  disparaître  le  second  terme, 
de  cette  dernière,  afin  de  pouvoir  la  comparer  avec 
la  formule  j'^-)-Py-f-Ç  =  o;  pour  cela  on  supposera., 

2  =^ ^ ,  ce  qui  donnera 

équation  dont  les  trois  racines  seront  réelles  quand 

3G.  Je  ne  quitterai  pas  ce  sujet  sans  faire  remarquer 
que  les  racines  imaginaires  des  équations  du  quatrième 
degré  sont  de  la  même  forme  que  celles  des  équations 
du  second  et  du  troisième,  c'est-à-dire  de  la  forme 
A  ±.  B  y  —  i.  En  effet,  lorsque  la  réduite  a  deux- 
racines  négatives,  z" ,  z'",  en  les  représentant  par — «* 
et  —  /S",  les  quatre  valeurs  de  x  deviendront 


=     i(v/£-(^  4-/8)1/ -1^3 

=  — l(V/^^  +  (^— /8)\/"—  0) 
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Les  deux  premières,  combinées  ensemble,  donneront 
un  facteur  réel  du  second  degré;  il  ea  sera  de  même 
des  deux  dernières. 

Quand  la  réduite  a  deux  racines  imaginaires  de  la 
forme  «  -|-  /S  \/ —  i  et  «  —  /î  V^ —  i ,  les  deux  racines 
imaginaires  de  la  proposée  deviennent 


en  faisant  ^ z  =y     et    Zct  —  2  \/«'  -j-  ^S"  =  —  ^. 

La  proposée  pourra  donc  encore,  dans  ce  cas,  être 
formée  par'  la  multiplication  de  deux  facteurs  réels 
du  second  degré. 

37.  Tels  sont  les  résultats  algébriques  de  la  réso- 
lution des  équations  générales  des  troisième  et  qua- 
trième degrés  j  ils  s'accordent  bien  avec  les  lois  de  la 
composition  des  équations,  mais  leur  application  nu- 
mérique est  souvent  très  pénible  et  fort  peu  satisfai- 
sante. L'expression  des  racines  des  équations  du  troi- 
sième degré  est  composée  de  deux  parties  (19)  ,  de  telle 
sorte  qu'en  effectuant  séparément  les  extractions  de 
racines  indiquées  dans  chacune,  on  ne  parvient  quel- 
quefois qu'à  des  valeurs  approchées ,  pour  des  racines 
qui  sont  cependant  des  nombres  entiers.  Cet  inconvé- 
nient augmente  encore  pour  le  quatrième  degré  ;  car 
si  l'on  voulait  exprimer  immédiatement  par  leurs  coef- 
ficiens  les  racines  des  équations  de  ce  degré,  il  fau- 
drait ,  sous  les  radicaux  du  second  degré  qui  affectent 
les  racines  a',  z",  z",  de  la  réduite ,  mettre  des  expres- 
sions contenant  déjà  des  radicaux  du  troisième  degré, 
sur  des  radicaux  du  deuxième.  La  difficulté  du  cas 
irréductible  du  troisième  degré,  s'introduisant   alors 
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dans  le  quatrième,  et  ayant  de  même  lieu  dans  les 
degrés  supérieurs  ,  augmente  encore  beaucoup  l'imper- 
fection de  la  résolution  littérale  des  équations  de  ces 
degrés.  Ce  sont  ces  défauts  que  Lagrange  avait  en  vue, 
lorsqu'il  disait  :  a  On  peut  assurer  d'avance,  que  quand 
51  même  on  parviendrait  à  résoudre  généralement  le 
V  cinquième  degré  et  les  suivans ,  on  n'aurait  par  là 
T)  que  des  formules  algébriques,  précieuses  en  elles- 
11  mêmes,  mais  très  peu  utiles  pour  la  résolution  effec- 
•)i  tive  et  numérique  des  équations  des  mêmes  degrés , 
«  et  qui  par  conséquent  ne  dispenseraient  pas  d'avoir 
11  recours  aux  méthodes  arithmétiques  {*).i'> 

C'est  d'après  ces  motifs  d'un  aussi  grand  poids ,  que 
j'ai  cru  ne  devoir  donner  dans  les  Élémens  d'Algèbre 
que  la  résolution  numérique  des  équations,  qui  u  est,  à 
n  proprement  parler,  ime  opération  arithmétique  fon- 
11  dée  ,  à  la  vérité ,  sur  les  principes  généraux  de  la 
r  théorie  des  équations ,  mais  dont  les  résultats  ne  sont 
»  que  des  nombres  où  l'on  ne  reconnaît  plus  les  pre- 
11  miers  nombres  qui  ont  servi  d'élémens  (  c'est-à-dire 
11  les  coefficiens  de  l'équation  à  résoudre  )  ,  et  qui  ne 
11  conservent  aucune  trace  des  différentes  opérations 
11  particulières  qui  les  ont  produits.  L'extraction  des 
11  racines  quarrées  et  cubiques  est  l'opération  la  plus 
n  simple  de  ce  genre  ;  c'est  la  résolution  des  équations 
)■>  numériques. du  second  et  du  troisième  degré,  dans 
11  lesquelles  tous  les  termes  intermédiaires  manquent,  n 

Yiète  a  sûrement  été  guidé  par  des  considérations  de 
ce  genre ,  lorsque ,  dans  son  Traité  <Ie  numerosa  potes-^ 
totum  adfectarum  resolutione,  il  a  cherché  à  résoudre 
immédiatement  les  équations  numériques  par  une  suite 

(■*)  De  In  Résolution  des  Equations  numériques  de  tous  les 
degrés  (a^  «lit. ,  Avertissement ,  page  viij  ). 
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d'opérations  purement  arithmétiques  et  combinées  entre 
elles,  à-peu-près  comme  le  sont  c^îUes  qu'on  emploie 
pour  extraire  les  racines  des  nombres.  Si  sa  méthode 
était  uniforme  pour  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présen- 
ter, en  sorte  que ,  par  une  succession  régulière  des  mêmes 
procédés,  elle  conduisît  infailliblement  à  la  racine 
cherchée,  lorsque  cette  racine  est  assignable  exactement 
en  nombres,  et  dans  tous  les  autres  cas,  à  une  valeur 
de  plus  en  plus  approchée  ,  elle  ne  laisserait  rien  à  dé- 
sirer dans  la  résolution  numérique  des  équations,  que 
l'on  pourrait  alors  regarder  comme  aussi  complète  que 
l'extraction  des  racines  :  mais  il  n'en  est  pas  ainsi. 
Malgré  les  efforts  que  llarriot,  Ougtred  ,  Wallis,  Pell 
et  d'autres  ,  ont  faits  pour  perfectionner  la  méthode  de 
Viète ,  elle  est  toujours  demeurée  très  défectueuse  ;  et 
Lagrange,  en  dernier  lieu,  a  monti"é  u  qu'elle  ne  peut 
n  réussir  d'une  manière  certaine  pour  les  équations  dont 
n  tous  les  termes  ont  le  même  signe,  à  l'exception  du 
r>  dernier  tout  connu  ;  car  alors  ce  terme  devant  être 
n  égal  à  la  somme  de  tous  les  autres,  on  peut,  par 
)i  des  tâtonnemens  limités  et  réglés ,  trouver  successi- 
î"»  vement  tous  les  chiffres  de  la  valeur  de  l'inconnue 
«  jusqu'au  degré  de  précision  qu'on  aura  fixé.  Dans 
i->  tous  les  autres  cas,  les  tâtonnemens  deviendront  plus 
«  ou  moins  incertains ,  à  cause  des  termes  soustractifs.  t» 
Lagrange  fait  voir,  de  plus,  que  l'on  peut  toujours  ra- 
mener une  équation  quelconque  à  cette  forme ,  «  pourvu 
»  qu'on  ait  deux  limites  d'une  racines,  l'une  en  plus, 
«  l'autre  en  moins,  et  qui  soient  telles,  que  toutes  les 
)■)  autres  racines ,  ainsi  que  les  parties  réelles  des  racines 
■)i  imaginaires ,  s'il  y  en  a,  tombent  hoits  de  ces  limites.  » 
Mais  ces  limites  étant  au  moins  aussi  difiiciles  à  trouver 
que  les  racines  mêmes  de  l'équation ,  la  méthode  donnée 
dans  les  Elémens ,  n°  221,  est  prtférable  à  cette  re- 
cherche. 
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Des  racines  imaginaires  en  général. 

S8.  Oii  a  vu ,  dans  le  n°  36 ,  que  les  racines  imagi- 
naires des  équations  du  quatrième  degré  pouvaient  se 
distribuer  par  couples  >  tels  que 

x  —  A-^B  v/— 1,      x  =  A^B  \/  —  1 , 

en  sorte  que  chaque  couple  donnait  un  facteur  du  se- 
cond degré ,  dont  les  coefTiciens  étaient  réels. 

Les  analystes  ont  aussi  reconnu  que  toute  équation 
de  degré  pair  est  déôoraposable  en  facteurs  réels  du 
second  degré.  Voici  la  démonstration  qu'en  a  donnée 
M.  Laplace  {Journal  des  séances  de  l'Ecole  Normale , 
Leçons,  i"  édil.,  t.  II ^  pag.  3i5,  et  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  7®  et  8'  cahiers,  pag.  56). 

Il  faut  prouver  d'abord  que  toute  équation  d'un  de- 
gré quelconque  p ,  aura  un  facteur  réel  du  second  degré, 

11      ,p(p  —  O  r  .  1 

SI  toute  équation  au  degré  - — ^—, a  un  facteur  réel, 

soit  dupremieY ,  soit  du  second  degré. 

Je  représente  par  (P)  l'équation  du  degré  p ,  et  ses 
racines  par  u,  fi,  y,  <^,  etc.  Ceia  posé,  j'observe  que 
les  facteurs  du  second  degré  de  cette  équation  ,  formés 
nécessairement  par  la  multiplication  des  facteurs  du 
ptemier  degré ,  combinés  deux  à  deux,  seront 

x^  —  (  «  -4-  /3  )  a-  +  a/3 
X^  —  (»  -^  y)  X  -{•  ay 


^'  — (/3  +  y)^  +  /3y 

etc. 


et  dépendront  par  conséquent  de  la  recherche  des  fonc- 
tions de  la  forme  ««-4-/3  et  ««/3,  Ces  fonctions  seraient 
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déterminées  si  l'on  en  connaissait  deux  de  la  forme 

les  lettres  M  et  3/' désignant  des  nombres  donnés;  car 
«n  faisant 


«  +  /3  +  Mu/i  = 

^^    « 

+  /3  +  il/«^ 

=  -^ 

on  trouverait 

-  +  ^  = 

M'N- 
M  ■ 

A"  — 

M* 

Mais  pour  parvenir  à  l'équation  de  laquelle  dépend  la 
fonction  «  -h  /3  -\-Mu/3 ,  il  faut  former  toutes  les  valeurs 
qu'elle  prend,  en  y  mettant  successivement,  au  lieu 
de  »  et  de  /3,  toutes  les  racines  «c,  /S,  y ,  <^,  etc.  de  la 
proposée,  combinée  deux  à  deux  (8),    ce  qui  donne 

"       ■ résultats ,  et  fait  voir  par  conséquent  qua 


2 


l'équation  cherchée,  que  je  désignerai  par  (Ç) ,  mon- 

terait  au  degré  ^-—^^ -. 

"  2 

i".  Si  l'on  admet  d'abord  que  cette  équation  ait  tou- 
jours une  racine  réelle,  en  donnant  à  M  une  infinité  de 
valeurs,  on  formera  une  infinité  d'équations  semblables, 
dont  chacune  aura  une  racine  réelle,  renfermant  une 
des  combinaisons  qu'on  peut  faire  des  racines  de  la 
proposée  dans  la  formule  x -\- là -\- Mttii  ;  or,  le  nombre 
de  ces  combinaisons  étant  limité ,  il  faudra  nécessaire- 
ment que  la  même  combinaison  soit  répétée  plusieurs 
fois  avec  diverses  valeurs  de  M.  On  peut  donc  affirmer 
qu'il  existe  au  moins  deux  fonctions  de  la  forme 

contenant  les  mêmes  racines  «  et  .5,  et  dont  les  valeurs 
CompL  des  Élém.  d'Ab^.  6 
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N  et  N'  sont  réelles;  d'où  il  résulte  que  les  valeurs 

correspondantes  de  «  +  ^  et  de  cc/î  le  sont  aussi. 

2°.  Si  l'équation  (Ç)  n'a  point  de  racines  réelles  , 
mais  seulement  un  facteur  réel  du  second  degré,  dont 
les  racines  soient  imaginaires,  en  donnant  à  M  une 
infinité  de  valeurs ,  on  obtiendra  une  infinité  de  fonc- 
tions «-h/3  +  Mcc/î,  dont  l'expression  sera  de  la  forme 
^  i^y^ZI^.  et  on  prouvera,  comme  ci -dessus, 
qu'il  doit  s'en  trouver  plusieurs  qui  ne  diffèrent  que  par 
les  valeurs  de  M.  On  aura  donc 

d'où  on  tirera 

«4-/3= ' '     M'— M  ' 

j^  +  B' \/^^i  -^A  —  B\/—  1 

**^  =  ■ IF— 'M 

En  réunissant  les  termes  réels  entr'eux  et  les  termes 
imaginaires  entr'eux,  on  pourra  représenter  ces  ex- 
pressions par 

2(C  +  DV/=^0      et     E-{-F\/^i', 
et  par  là,  lefacteur  a:*  — («+/3)x-h.*/3  deviendra 

L'existence  de  ce  facteur  entraîne  celle  d'un  autre,  qui 
serait  

car  soit  X—r/^  le  quotient  que  donne  l'équation 
(P),  lorsqu'on  la  divise  par  le  premier  facteur  :  les 
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quantités  X  et  V  doivent  être  uéceseairement  telles , 
que  les  parties  imaginaires  contenues  dans  le  produit 
de  ce  facteur,  par.Y— iV^,  fce détruisent ,  puisque 
le  dividende  est  entièrement  réel;  et  si  l'on  multiplie 
le  second  facteur  par  X-flV^,  on  aura  un  nou- 
veau produit,  dans  lequel  la  partie  réelle  sera  encore 
la  même  que  celle  du  précédent;  et  la  partie  imagi- 
naire n'ayant  fait  que  changer  de  signe,  s'évanourra 
aussi. 

En  général ,  toute  expression  réelle  qui  a  un  facteur 
de  la  forme  a  -f-  b\/^ ,  en  a  nécessairement  un  de 
la   f(Tme  a  —  b{/ —  i. 

Maintenant  si  les  polynômes 

et       x'-.2(C— Z>v/— I  ).r^E—  F\/:^i 

n'ont  point  de  diviseur  commun ,  il,  renferment  entre 
eux  quatre  facteurs  simples  de  l'équation  (P)  ,  qui 
multipliés  l'un  par  l'autre,  donnent  un  facteur  du  qua- 
trième degré  dont  les  coefficiens  sont  réels,  et  l'on  a 
montré,  numéro  36,  que  toute  équation  du  quatrième 
degré  peut  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  second  (*). 

(•)  On  peat  anssi  former  immédiatement  deux  facteurs  réels  da 
«econd  degré,  au  moyen  des  facteurs  iniaein.ircs  rrmport.s  ci- 
dessus.  Il  suffi,  pour  cela  de  décomposer  ceux-ci  dans  leurs  facteu.. 
du  premier  degré,  qui    seront  de  la  forme 

x-ic  +  D{/—)  +  >/7T7v^. 

x-'C-\.  DV^i)  -   \/*  +  &V-U 

x~{C-DV-^)  -  \/.-.^V~i; 
grou[.ant  ensuite  le  pramier  avec  Je  troi.icme,  et  le  second  arec 

6., 
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Si  les  deux  polynômes  

ont  un  diviseur  commun,  en  les  mettant  sous^la  forme 

on  verra  que  ce  diviseur  doit  être  commun  aussi  aux 
deulquan'ités  x»-  ^C.  ^.  E  et  .Dx-F,  et  on  eu 
conclura  qu'il  ne  peut  être  que  de  la  forme  x-/  •  on 
aura  donc  

__  (^  — A  — l/— O  (^  — {2l 

J  ,.  nrpmiers  multipliés  eritr'cux  ,  donnent  im  facteur 
'",Vu  rcond'des.éfet  en  divisant  réquaùon  (P)  par 
e  troisième ,  on  obtiendra ,  si  elle  est  d'un  degr;e  pa,r , 
un  nùÔ'ent  de  degré  impair,  qui  aura  lu>-men,e  un 
fetiur  ilel  du  premier  degré  ,  formant  avec  celur  par 

1.  quatrième ,  en  metunl  pour  les  expreaions^ 

,.„,  ,a>e„.  c«i  «..^é,é    „.o„.ées   ^-  ■«-;;„/,:.  S^^f:". 

r:  t  rsS;::pé,ie„„  >«  io-a .  -  ,»i  p.».  .«  >..,■.  p,«r 

,»eliuc  cas  patlicuUet  de  PeoseiIJiiemelit. 
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lequel  on  a  divisé ,  un  second  facteur  réel  du  deuxième 
degré.  Il  est  donc  bien  prouvé  qu'une  équation  (P)  , 
de  degi^  pair ,  aura  au  moins  un  facteur  réel  du  deuxième 
degré,  si  l'équation  {{))  a  toujours  un  facteur  réel ,  soit 
du  premier  degré,  soit  du  second; 

Sg.  Cela  posé,  tout  nombre  pair  étant  nécessaire- 
ment le  produit  d'un  nombre  impair  multiplié  par  quel- 
qu'un des  nombres  2,4)  ^,  16,  etc* ,  c'est-à-dire  par 
une  puissance  de  2  ,  sera  compris  dans  la  formule  2'"n , 
m  représentant  un  nombre  entier  quelconque,  et  n  un 
nombre  impair;  le  degré   de  l'équation  {Q)  ,  expriraé- 

'    '    1         P  (.P  —  O  1  '     1   ' 

en  gênerai  par  '-—^ ,  sera  donc  égal  a 


3 

2"'n  (  Q*"/!  —  1  ) 


=  2'"~'n  (2'"rt —  1  )  , 


si'p^a*"/!.  Faisant  (2'"n — \)n  =  n,  n  sera  encore 
un  nombre  impair,  puisqu'il  est  le  produit  de  deux 
nombres  impairs,  n  et  2'"n —  1  -,  et  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  l'équation  du  degré  2"'/i  aura  un  facteur  réel  du 
second  degré ,  si  l'équation  du  degré  Q'"~'n  a  un  fac- 
teur réel,  soit  du  premier,  soit  du  deuxième.  Par  la 
même  raison,  l'équation  du  degré  2'"~'n'  aura  un  fac- 
teur réel ,  si  l'équation  du  degré  a'"~^n'(2'"~'/i' — i)  ou 
gm— a„"  ^  ^jj  facteur  réel ,  soit  du  premier ,  soit  du 
deuxième  degré.  En  continuant  ainsi,  on  passera  par 
une  suite  d'équations  dont  les  plus  hauts  exposans  seronl 
de  la  forme 

2"n,     a"*-'/!',     2'"-*»n",     2'"~V',   .... 

les  nombres  n,  n,  n",  n'",....  étant  tous  impairs ,  et  on 
arrivera  enfin  à  une  dernière  équation  de  degré  impair, 
qui  aura  nécessairement  un  facteur  réel  du  premier 
degré  (  Èlém.  2i3  )  ;  par  conséquent  l'avant-dernière  ea. 
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aura  un  du  second  degré,  ainai  que  chacune  des  autres , 
jusqu'à  la  proposée  inclusivement.  Si  ï\)n  conçgit  en- 
suite que  celle-ci  soit  divisée  par  le  facteur  du  second 
degré  dont  on  vient  de  prouver  l'existence,  le  quotient 
«tant  encore  de  degré  pair,  contiendra  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  par  lequel  on  pourra  le 
diviser  de  nouveau.  Sans  qu'il  soit  besoin  d'aller  au- 
delà,  on  voit  qu'une  équation  quelconque  d'un  degré 
pair  est  toujours  décomposable  en  facteurs  réels  du 
second  degré  ;  et  puisqu'une  équatioji  de  degré  ittipair 
se  ramène  à  une  équation  de  degré  pair,  en  la  divisant 
par  le  facteur  réel  qu'elle  a  nécessairement,  il  s'ensuit 
qu'une  équation  de  degré  quelconque  ne  peut  avoir  que 
des  racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires  semblables 
à  celles  des  équations  du  second  degré ,  c^ est-à-dire 
réductibles  à  la  forme  A  it  B  y —  i . 

4o.  Il  semble  qu'après  avoir  vu  la  forme  des  racines 
imaginaires  des  équations  en  général  et  celle  des  racines 
quelconques  des  équations  des  degrés  qu'on  sait  ré- 
soudre ,  on  doit  revenir  sur  la  remarque  faite  dans  le 
n°  181  des  Èlémens,  que,  si  pour  une  équation  algé- 
brique quelconque  il  y  a  toujours  une  expression  réelle 
ou  imaginaire  qui,  soumise  aux  opérations  indiquées 
dans  celte  équation,  donne  un  résultat  dont  tous  les 
termes  se  détruisent,  la  même  équation  sera  nécessaire- 
ment le  produit  d'autant  de  facteurs  simples  que  son 
plus  haut  exposant  renferme  d'unités.  La  résolution  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés  fait  voir  la  vérité 
de  cette  proposition  dans  les  équations  même  du  cin- 
quième ,  qui  ont  nécessairement  une  racine  réelle  (  Elé- 
mens 2i3  ). 

Il  est  visible  qu'en  général  la  question  se  réduit  à 
prouver  que  toute  équation  d'un  degré  pair  a  au  moins 
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une  racine,  soit  réelle,  soit  imaginaire.  La  proposition 
du  numéro  précédent  n'a  été  démontrée  qu'en  regar- 
dant l'équation  proposée  comme  le  produit  d'un  nombre 
de  facteurs  simples  égal  à  l'exposant  de  son  degré  ;  en 
sorte  que  la  difficulté  stbsiste-  encore  dans  son  entier. 
Il  était  nécessaire  de  l'écarter  de?  Élëmens ,  qui  ne 
doivent  contenir  que  les  notions  les  plus  évidentes  ;  mais 
il  convient  de  la  montrer  toute  entière  à  ceux  qui  ont 
déjà  pénétré  assez  avant  dans  l'Analyse  pour  en  saisir 
l'esprit.  Si  Ton  n'a  pas  encore  de  démonstration  com- 
plète à  leur  offrir  de  la  proposition  dont  il  s'agit ,  on 
peut  du  moins  leur  donner  des  raisons  assez  fortes  pour 
qu'elle  ne  soit  plus  douteuse. 

«L'esprit  du  calcul  algébrique  (  Lagrange ,  Delà 
n  Résolution  des  Equations  numériques, o.' édlt.,  p.  1  c5) 
n  qui  est  indépendant  des  valeurs  p.'irticulières  qu'on  peut 
n  donner  aux  quantités  ,  fait  qu'on  peut  regarder  tout 
)*  polynôme  (  x  ""-f- etc.  )  comme  formé  du  produit 
>i  d'autant  de  facteurs  simples  x — a,  x — b,  x — c  etc. 
j»  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  m  du  degré  de  ce 
y*  polynôme,  quelles  que  puissent  être  d'ailleurs  les 
»  quantités  a ,  b ,  c ,   etc.  » 

Développons  un  peu  cette  remarque. 

La  formule  x  —  —{p-\-  V^>^  — f/,  qui  repré- 
sente les  racines  de  l'équation  x^  -i-  px  -i-  q  zr=  o ,  ne 
cesse  pas  de  le  faire,  quoique  cette  équation  devienne 
absurde  ;  seulement  elle  se  réduit  alors  à  un  symbole 
purement  algébrique,  qui  ne  correspond  plus  à  auctme 
quantité  existante,  mais  qui,  étant  soumis  aux  opéra- 
tions indiquées  dans  l'équation ,  n'en  rend  pas  moins  la 
somme  de  tous  les  termes  égale  à  zéro.  Par  cet  exemple, 
on  doit  comprendre  que  s'il  existe  pour  un  seul  cas  une 
expression  de  la  racine  d'une  équation  de  degré  pair 
cette  expression  doit   encore  subsister  pour  tout  autre 
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Or  on  a  vu  (  Elém.  214),  que  toute  équation  de  degré 
pair  a  au  moins  deux  racines  réelles ,  lorsque  son  dernier 
terme  est  négatif;  mais  la  valeur  de  ces  racines  dépen- 
dant de  celle  des  coelTiciens  de  l'équation  proposée  , 
doit  nécessairement  être,  composée  d'une  certaine  ma- 
nière avec  ces  coefficiens,  ou  en  être  une  fonction^. 
Quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  la  forme  de  cette 
fonction,  son  existence  n'est  pas  moins  évidente;  la 
méthode  des  séries  et  le  calcul  différentiel  fournissent 
les  moyens  d'en  avoir  des  développemens.  Cela  posé,  il 
est  visible  qu'elle  doit  encore  subsister  lorsqu'on  y 
changera  le  signe  du  dernier  terme  de  l'équation  pro- 
posée, et  qu'alors  elle  deviendra  la  racine  de  l'équa- 
tion dont  le  dernier  terme  est  positif;  elle  pourra,  par 
ce  changement,  cesser  d'être  réelle,  mais  non  pas 
d'exister  comme  expression  analytique  ;  il  sera  donc 
toujours  permis  de  la  représenter  par  un  symbole  qui 
jouira  des  propriétés  communes  à  toutes  les  racines  des 
équations. 

On  pourrait  opposer  à  ce  raisonnement  les  remarques 
des  numéros  t'y  et  69  des  Élémens;  mais  on  y  répon- 
drait en  faisant  observer  que  les  exceptions  indiquées 
dans  ces  remarques  ne  peuvent  se  rencontrer  dans  les 
équations  algébriques  à  une  seule  inconnue.  En  effet, 
ces  équations  ne  peuvent  être  identiques  sans  qu'on  le 
reconnaisse  à  leur  simple  inspection;  et  il  est  évident 
{Élém.  2J2)  qu'aucune  valeur  infinie  n'y  saurait  satis- 
faire, lorsque  leurs  coefficiens  sont  finis. 

41 .  D'Alembert  démontra  le  premier  que  les  expres- 
sions imaginaires  pouvaient  toutes  se  réduire  à  la  forme 
^  rh  />  \/  —  1 .  La  vérité  de  cette  proposition ,  à  l'égard 
des  expre.s>ions  résultantes  des  opérations  algébriques  , 
suit  naturellement  de  ce  qui  précède;  car  en  les  éga- 
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Jant  à  des  inconnues  ,  et  faisant  disparaître  les  radi- 
caux qu'elles  contiennent,  on  parviendra  à  des  équations 
dont  les  racines    imaginaires  seront  de  la  forme.... 

On  peut  encore  s'asaurer  directement  de  cette  vérité  , 
en  observant  : 

1*".  quea-f  Z?  \/ ~— a'— y  V' -^-f-a"4-i'V— ^-fetc. 
=(a—a'-f a^-fetcO+C^—i '4-6 ''4-etc.)  \/^^i  ) 

a»,  que  (a-\-b  V^^^)  {.a'+h'  \/^) 

=aa—bb'-^(ab-^ab')  \/^  ; 

a-\-b  V/^       (a-\-b  {/^)  (a— h'  \/^) 


que 


aa 


•èV  — 1       («'-f-A'  V/— 0  ia—b'  V^— 0 


bb' 


a'b  —  ab'     / 


4<'. que  (a -h è  V^^T  =  A-\-B  \/^. 

Pour  prouver  cette  dernière  proposition ,  on  changera 
(a+t  \/I^)"'  en  a'"(i-j--V^ — i)""  ;  et  en  obsers'ant 
que 


(\/-a)^=+\/-l 

(V/--i^)«=-i   _ 

(v/-i,y=-\/-i 

(V/-l)«:=+l, 


on  verra  que  si  on  désigne  par  i  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  on  doit  avoir  en  général 
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ce  qui  renferme  tous  les  cas  ;  car  il  est  évident  qu'il 
n'existe  aucun  nombre  entier  qui  ne  soit  compris  dans 
l'une  des  quatre  formules 

4 j ,     4? ■+ 1 ,     4i  4-  2 ,     4^'  -f  ^ j 

c'est-à-dire  qui  ne  soit  divisible  par  4>  ou  qui  ne  le 
devienne  quand  on  en  ôte  i  j  ou  2,  ou  3  unités. 

Cela  posé ,  on  trouve  par  le  développement  de  la 
puissance  m  du  binôme  , 


1  a  1 .a      a^  1.2.3 

4-  —^^ — ;^ H  etc.: 

et  en  réunissant  les  termes  affectés  de  y — i,  qui  sont 
ceux  de  rang  pair,  il  vient 

m  (m — i)  h^   ^^  m(m — 1)(^ — 2)(777 — 3)  M 
1.2      a'-  1.2.3.4  a^ 

+(Tâ-   .js  ^+^"'-y— ■ 

Pour  passer  de  ce  développement  à  celui  de 

{  1 \/ — 1  j  ,   il  suffit  de  changer  le  signe  de  la 

quantité  -  dans  tous  les  termes  où  elle  se  trouve  élevée 
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à  une  puissance  impaire ,  et  on  aura  ainsi 

m(m —  !  )  6^    .   m(in —  i  ")  (m — a)  (m — 5)  b^ 

1 ^ ^ il__JLi i etc. 

•        J .2        a*  1,3.0.4  G+ 

/mb       m(m — \)(m — 9)  b^    ,  \./ 

—  ( -  +  etc.  )V—i. 

Multipliant  ces  résultats  par  a"",  et  faisant 

a'-'l  i i^ ^_  j__i il — ^-11 i etc.  )  =  yi , 

\  1.2a-  1.2.0.4  a'  / 

b'  \ 

-  +  etc.)  =  Z?. 


•4 

/rn  b       m(m  —  i)(rn — 0)  b^ 
a'"[ ^^  ^ 


\i  a  1.2.0 

il  viendra 

Lorsque  j'aurai  fait  voir  que  le  développement  de  la 
puissance  m  du  binôme  convient  également  au  cas  où 
l'exposant  m  est  fractionnaire  ou  négatif,  il  sera  dé- 
montré, par  ce  qui  précède,  que,  quelle  que  soit  m, 

(a 4- 6  \/^^i  )•"  =  A  +  BV"^^\. 
Au  moyen  de  ces  résultats,  on  ramènera  à  la  forma 
A  -\-  B  V  —  i  toute  expression  résultante  de  la  combi- 
naison de  plusieurs  quantités  de  la  forme  a:^by — 1  , 
par  addition  ,  soustraction  ,  multiplication  ,  division 
et  élévation  aux  puissances ,  soit  entières ,  soit  frac- 
tionnaires. 

42.  Il  suit  de  la  proposition  démontrée  n"  09 ,  que 
pour  obtenir  les  racines  imaginaires  d'une  équation 
quelconque ,  il  faut  la  décomposer  en  facteurs  du  second 
degré-  mais  ce  moyen  exige  la  résolution  d'une  équation 


5^  COMPLÉMENT 

jj     j       ,  m(m — i)   ,_,, ,  .  , 

du  degré —^^ (38),  avant  mmie  qu  on  puisse 

savoir  si  la  proposée  du  degré  m  a  ou  non  des  racines 
imaginaires.  Les  géomètres  ont  cherché  des  méthodes 
pour  reconnaître  l'existence  de  ces  racines  indépendam- 
ment de  la  résolution  d'aucune  équation,  et  je  vais  ex- 
poser ce  que  Lagrange  a  trouvé  de  plus  général  à  cet 
égard. 

Si  on  désigne  par  rt,  j3,  y  ,  ^,  etc.  les  racines  réelles 
d'une  équation  de  degré  quelconque  ,  ses  racines  ima- 
ginaires pouvant  être  assemblées  par  couples  de  la  forme 
a±zb\/ — 1,  a'±.b'\^ — i,  etc.  (Sg),  les  différences 
des  racines  combinées  deux  à  deux  sei'ont  nécessaire- 
ment de  l'une  des  formes  suivantes  : 

«  —  /S  entre  deux  racines  réelles  , 
«e  —  a-zçiby — i  entre  une  racine  réelle  et  une 
racine  imaginaire, 

(a — a)±.{b — b')y — i  entre  deux  racines  imaginaires 
de  couples  dilférens  , 

S.by — 1  entre  deux  racines  imaginaires 
du  même  couple. 

En  faisant  les  quarrés  de  ces  expressions,  on  trouvera 
pour  la  première  un  résultat  réel  et  positif,  et  pour  la 
quatrième  un  résultat  réel  et  négatif;  les  deux  autres 
donneront  des  résultats  imaginaires,  à  moins  qu'on  n'ait 
«=:a,  ou  a=za',  ou  b-=.b' -,  mais  chacun  de  ces  cas 
introduit  des  racines  égales  dans  l'équation  aux  quarrés 
des  différences.  Il  suit  de  là  qu'en  faisant  abstraction  des 
racines  égales ,  l équation  dont  les  racines  sont  les  quar- 
rés des  différences  qui  se  trouvent  entre  celles  de  la 
proposée,  aura  autant  de  racines  négatives  que  cette 
dernière  a  de  couples  dijférens  de  racines  imaginaires^ 
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43.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  combien  il  serait  à 
déairer  qu'on  eut  au  moins  une  règle  sûre  pour  connaître, 
sans  calcul,  le  nombre  des  racines  positives  et  négatives 
d'une  équation  quelconque,  puisqu'on  serait  alors  en 
état  d'assigner,  au  moyen  de  l'équation  aux  quarrés 
ùti  différences,  le  nombre  des  racines  réelles  et  celui 
^S  racines  imaginaires  de  la  proposée.  Malheureuse- 
ment la  règle  qu'a  donnée  Descartea  pour  remplir  cet 
objet,  généralisée  autant  qu'elle  peut  l'être,  se  réduit 
à  ce  que  : 

T'oute  équation  ne  saurait  avoir  un  nombre  de  racines 
positives  plus  grand  que  celui  des  variations  de  signe 
qui  se  trouvent  entre  ces  termes ,  ni  un  nombre  de  ra- 
cines négatives  plus  grand  que  celui  des  permanences 
du  même  signe;  et  si  elle  ne  contenait  que  des  racines 
réelles ,  elle  en  aurait  précisément  autant  de  positives 
que  de  variations  de  signe,  et  autant  de  négatives  que 
de  permanences  du  même. 

Les  variations  de  signes  sont  les  changemens  de 
4-  en  —  ou  de  —  en  -f-,  qui  ont  lieu  d'un  terme  à 
l'autre;  et  ily  a  permanence  chaque  fois  que  le  signe  d'un 
terme  est  le  même  que  celui  du  précédent.  L'équation 

jr*  —  8x^  +  7x*  -h  gx—  4=0, 
par  exemple,  a  trois  variations  de  signe,  savoir,  de 
-j-  x^  à  —  8x*,  de  —  8x^  à  -|-  /x*,  et  de  +  gx  à  —  4  ' 
du  terme  +7X'    au  terme  -f-gx,  il   y    a    une    per- 
manence du  signe  -f-. 

Parmi  les  diverses  démonstrations  qu'on  a  données  de 
cette  règle,  je  choisirai  celle  qui  est  due  à  Régner,  parce 
qu'elle  m'a  paru  la  plus  simple  de  toutes. 

Soit  l'équation 

dans  laquelle  les  signes  -{-  et  —  se  succèdent  d'une  ma- 


;0. 
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nière  quelconque  ;  en  la  multipliant  par  le  facteur  x — Uf 

qui  donne  la  racine  positive  x  =  ei,  on  aura 

Les  coefiiciens  placés  dans  la  première  ligne  de  ce  ré- 
sultat, sont  ceux  de  la  proposée,  pris  avec  le  mêtne 
signe  dont  ils  étaient  d'abord  affectés  ;  et  les  coefiiciens 
de  la  seconde  ligne  sont  formés  de  ceux  de  la  première , 
multipliés  par  «,  mais  pris  avec  un  signe  contraire,  et 
reculés  d'un  rang  vers  la  droite.  Cela  posé,  tant  que  les 
coefTiciens  supérieurs  seront  plus  grands  que  les  infé- 
rieurs, ils  détermineront  le  signe  du  terme  dans  lequel 
ils  se  trouvent;  et  comme  ils  n'ont  pas  changé  de  signe, 
il  y  aura  entr'eux  les  mêmes  variations  et  les  mêmes 
permanences  que  dans  la  proposée;  mais  le  dernier 
ternie  qr  La  ayant  toujours  un  signe  contraire  à  celui 
du  coefFicient  supérieur  ±iU  de  l'avant-dernier,  il  en 
résultera  une  nouvelle  variation  que  la  proposée  n'avait 
point. 

Lorsqu'on  rencontrera  un  coefficient  inférieur  de  signe 
contraire  à  son  correspondant  supérieur,  et  plus  grand 
que  celui-ci ,  il  y  aura  une  permanence  de  la  proposée 
qui  se  changera  dans  une  variation;  carie  signe  du  terme 
où  cela  arrivera  étant  déterminé  par  celui  du  coeffi- 
cient inférieur,  sera  contraire  au  signe  du  terme  précé- 
dent, qu'on  suppose  le  même  que  celui  de  son  coelFicient 
supérieur. 

On  sentira  la  vérité  de  cette  assertion,  en  observant 
<]u'on  ne  peut  être  obligé  de  recourir  au  coefficient  in- 
férieur pour  reconnaître  le  signe  d'un  terme,  que  dans 
des  cas  semblables  à  l'un  des*  deux  suivans  , 
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en  supposant  qu'on  ait  /?«>5;  l'ordre  de  la  succession' 

des  signes  sera  dans  le  premier  -\ ,  et  dans  le  second 

1-.  Je  n'ai  point  écrit  le  coefTicient  inférieur  dans  le 

premier  terme,   puisque,   par  l'hypothèse,  il  n'influe 
point  sur  le  signe  de  ce  terme. 

Il  est  donc  évident  que  chaque  fois  qu'on  descend  da 
la  ligne  supérieure  dans  la  ligne  inférieure  pour  déter- 
miner le  signe,  il  y'a  alors  une  variation  qui  ne  se  trou- 
vait point  dans  l'équation  proposée;  et  si  après  ce  pas- 
^  sage  on  reste  toujours  dans  la  ligne  inférieure,  on  re- 
trouve les  mêmes  variations  et  les  mêmes  permanences 
que  dans  la  proposée,  puisque  les  coefilcieiis  de  cette 
ligne  ont  tous  un  signe  contraire  à  leur  signe  primitif. 
Quand  ou  remontera  de  la  ligne  inférieure  à  la  ligne 
Éupérieure  ,  il  en  pourra  résulter  ou  une  variation  ou 
une  permanence;  car  il  n'existe  aucune  connexion  entre 
le  signe  d'un  coefHcient  inférieur  et  celui  du  coefficient 
supérieur  du  terme  suivant.  Mais  en  supposant  même 
que  ce  passage  produisît  dans  tous  les  cas  une  perma- 
nence ,  comme  le  dernier  terme  de  la  nouvelle  équation 
fait  partie  de  la  seconde  ligne ,  il  faudra  toujours  re- 
venir au  moins  uue  fois  de  plus  dans  cette  ligne  que  dans 
la  première ,  et  par  conséquent  la  nouvelle  équation  aura 
au  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  la  proposée  : 
il  en  serait  de  même  à  chaque  racine  positive  qu'on  in- 
troduirait. 

Si  on  multiplie  ensuite  l'équation  proposée  par  le  fac- 
teur x-\-tt,  qui  donne  la  racine  négative  xz=:  —  «, 
on  aura 

^m-t-.-+-pi  j.m-f-,^  1  r""-'  ...±.U  'ix±.Uu]^  __ 

Les  coefficiens  placés  dans  la  première  ligne  sont  en- 
core ici  les  mêmes  et  de  même  signe  que  dans  l'équation 
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proposée;  ceux  de  la  seconde  ligne  sont  aussi  formés 
de  ceux  de  la  première ,  multipliés  par  <*  et  reculés  d*uii 
rang  vers  la  droite  -,  mais  dans  le  cas  actuel ,  ils  ont  con- 
servé leur  signe  primitif. 

En  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  verra  "que  chaque 
fois  qu'on  sera  obligé  de  prendre  le  signe  du  coefficient 
inférieur,  on  obtiendra  une  nouvelle  permanence  qui 
n  existait  point  dans  la  proposée.  Les  exemples  ci-joint* 

analogues  à  ceux  qu'on  a  donnés  plus  haut,  rendront 
cette  conséquence  bien  évidente,  puisque  Rcc  étant  plu» 
grand  que  S ,  on  aura  dans  l'un  +  +  ,  et  dans  l'autre 
—  . — .  Lorsqu'on  remontera  de  la  ligne  inférieure  dan» 
la  ligne  supérieure ,  il  en  pourra  résulter  indifféremment 
ou  une  variation ,  ou  une  permanence  ;  mais  en  accor- 
dant que  ce  soit  une  variation  qui  ait  toujours  lieu,  on 
pourra,  malgré  cela,  conclure  que  le  nombre  des  per- 
manences sera  au  moins  augmenté  d'une  unité,  puisque 
le  dernier  ternie  se  trouvant  dans  la  seconde  ligne  ,  for- 
cera toujours  à  revenir  à  cette  ligne  au  moins  une  fois 
de  plus  que  dans  l'autre.  Il  suit  de  là  que  chaque  racine 
négative  donnée  à  la  proposée  apportera  avec  elle  au 
moins  une  permanence.  En  rapprochant  cette  conclusion 
de  la  précédente ,  on  verra  que  le  nombre  des  racines 
positives  d'une  équation  quelconque  ne  saurait  surpaS" 
ser  celui  des  variations  de  signe  quelle  renferme ,  et  le 
nombre  des  racines  négatives  celui  des  permanences. 

Si  l'équation  proposée  n'avait ^ue  des  racines  réelles, 
on  prouverait  aussi  par  là  qu'elle  doit  avoir  précisément 
autant  de  racines  positives  que  de  variations,  et  autant 
de  racines  négatives  que  de  permanences.  En  effet,  quel 
que  soit  le  nombre  de  variationi  et  le  nombre  de  perma- 
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nences  qu'ait  apporté  chaque  racine  positive  et  cliaquo 
racine  négative ,  le  nombre  des  unes  et  des  autres ,  dans 
le  résultat  final,  doit  être  égal  à  celui  des  termes  di- 
minué de  l'unité ,  ou  à  l'exposant  du  degré  de  l'équation, 
ou  enfin  au  nombre  des  racines  ;  mais  les  variations  ne 
sont  produites  que  parles  racines  positives,  et  les  perma- 
nences que  par  les  racines  négatives  :  il  faut  donc  qu'il 
y  ait  autant  de  variations  que  de  racines  positives ,  au- 
tant de  permanences  que  de  racines  négatives,  et  vice 
versa. 

44-  Les  racines  imaginaires  modifient  cette  proposi- 
tion, parce  qu'elles  ont  lieu,  soit  avec  des  variations  , 
soit  avec  des  permanences.  Cela  i.e  voit  sur  l'équation 
même  du  second  degré  x"±  apx -f-^  =  o,  dont  les 
racines  sont  imaginaires,  quelque  signe  qu'ait  p^  tant 
que  p*  est  moindre  que  q. 

On  peut  assez  souvent  reconnaître  immédiatement 
la  présence  des  racines  imaginaires  par  la  règle  ci- 
dessus ,  lorsqu'une  équation  manque  de  quelques  termes. 
Dans  l'équation  x^-^px-\-q  =  o ,  par  exemple,  si  l'on 
remplace  par  io.x*  le  second  terme  qui  manque,  il 
vient 

x^  ±  O .  X*  -j-  px  -{-  (7  =  o  ; 

et  quand  on  n'a  égard  qu'au  signe  supérieur,  on  ne 
trouve  que  des  permanences ,  tandis  que  le  signe  infé- 
rieur donne  deux  variations.  Ces  résulta|p,  dont  l'un 
semble  indiquer  trois  racines  négatives  ,  et  l'autre  deux 
racines  positives  ,  ne  s'accordant  point  entr'eux,  font 
voir  que  la  proposée  a  des  racines  imaginaires.  Si  on 
avait 

x^  —  px  -\-  q  ^=  o,       * 

en  l'écrivant  ainsi , 

x^dro.x*  —  px-\-  q:=zo , 
Compl.  des  Elém,  d'Alg.  7 
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quelque  signe  qu'on  employât,  on  trouverait  toiijo«r» 
deux  variations  et  une  permanence  :  l'accord  de  ces  ré- 
sultats prouve  que  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  ra- 
cines réelles ,  mais  non  pas  qu'elle  les  ait  en  effet;  car  on 
sait  d'ailleurs  que  cela  n'arrive  que  quand  -—p^  ^i  <?*• 

45.  Cela  posé ,  je  désigne  par  (D)  l'équation  au 
quarré  des  différences  (42) ,  qu'on  peut  former  d'après 
Je  n"  9.  Il  est  évident ,  par  la  règle  du  n°  précédent,  que 
si  tous  ses  signes  sont  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, c'est-à-dire  si  elle,  n'a  que  des  variations,  elle 
n'aura  que  des  racines  réelles  et  positives,  et  toutes 
celles  de  la  proposée  seront  réelles.  En  effet,  si  celle-ci 
avait  des  racines  imaginaires  ,  parmi  les  racines  de 
l'équation  (D)  ,  il  s'en  trouverait  nécessairement  de 
réelles  et  négatives  (42);  elle  aurait  donc  des  perma- 
nences, ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  étant ,  comme  on 
sait,  le  produit  de  toutes  ses  racines  prise»  avec  un  signe 
contraire ,  sera  négatif,  si  le  nombre  des  racines  réelles 
positives  est  impair  ;  car  le  dernier  terme  du  produit  d'un 
couple  de  racines  imaginaires  est  toujours  positif.  En 
appliquant  cette  remarque  à  l'équation  (D) ,  on  verra 
que  si  son  dernier  terme  est  négatif,  elle  aura  un  nombre 
de  racines  négatives  pair  ou  .impair,  selon  qu'elle  sera 
d'un  degré  impair  ou  pair.  Dans  le  premier  cas  ,  la 
proposée  aora  un  nombre  pair  de  couples  de  racines 
imaginaires ,  et  xin  nombre  impair  dans  le  second.  En 
général,  il  suit  de  la  nature  des  racines  de  l'équation  (D) 
et  de  ce  qu'on  a  vu  n°  4^)  ^"6  1^  proposée  ne  saurait 
avoir  plus  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  ne  se 
trouve  de  permanences  de  signe  dans  l'équation  (D). 

Les  considérations  précédentes  ne  mènent  encore 
qu'à  s'assurer  si  une  équation  donnée  a  des  racines  ima- 
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iginaires,  et  à  trouver  une  limite  que  leur  nombre  ne 
puisse  excéder;  mais  en  suivant  l'esprit  de  la  méthode  , 
enfermerait  de  nouvelles  équations  auxiliaires,  les  unes 
qui  ne  pourraient  avoir  de  racines  négatives  qu'autant 
que  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée  ne 
serait  pas  moindre  que  quatre,  les  autres  qu'autant  qu'il 
ne  serait  pas  moindre  que  six,  et  ainsi  de  suite.  Il  faudrait 
former,  dans  le  premier  cas,  l'équation  qui  donne  les 
quarrésdes  différences  qui  se  trouvent  entre  les  sommes 
des  racines  ajoutées  deux  à  deux;  dans  le  second  ,  celle 
qui  donne  les  qiiarrés  des  différences  qui  se  trouvent 
entre  les  sommes  des  racines  ajoutées  trois  à  trois,  etc. 

4S.  Si  on  parvenait  à  trouver  d'une  manière  quel- 
conque les  racines  négatives  et  inégales  de  l'équation  (D), 
on  en  déduirait  les  racines  imaginaires  de  la  proposée. 
En  effet,  en  substituant  dans  cette  dernière  a-j~b\/ — 1 
au  lieu  de  or,  et  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire,  on  aurait  deux  équations 
pour  déterminer  les  inconnues  a  et  b;  mais  si  on  con- 
naissait à  priori  la  valeur  de  b,  et  qu'on  la  substituât  dans 
l'une  et  dans  l'autre  de  ces  équations ,  a  serait  donné 
.par  le  diviseur  commun  des  deux  résultats,  égalé  à 
zéro  {Élém.  189).  0r,  en  nommant -;-z'  l'une  des  ra- 
cines négatives  de  l'équation  (D) ,  cette  racine  expri- 
mera le  quarré  de  la  différence  entre  les  deux  racines 
imaginaires  comprises  dans  la  formule  cité  ^ — i,et 
on  aura  par  conséquent  . 

-.^'  =  -46% 
d'où  '  _ 
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De  l'extraction   des  racines  des   quantités  en  partia 
commensurables  et  en  partie  incommensurables. 

47.  On  a  vu  dans  les  numéros  29  et  3i ,  combien  il 
pourrait  être  utile  de  savoir  quand  une  expression  com- 
pliquée de  radicaux  est  une  puissance  parfaite  ;  aussi 
les  analystes  se  sont-ils  occupés  de  la  recherche  des 
caractères  auxquels  on  reconnaît  ces  puissances. 

Soit  \a-\-  {/b  ;  l'expresion  0+  yb  ne  peut  être 
quelequarré  d'une  autre  de  cette  forme,  \/u4-\-[/B, 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  celle-ci ,  ^'4-  \/B  ,  en 
supposant  que  ^=^'^.  Cela  posé,  on  aura 

a-i~\/b={\/Â-j-V'^y=:A  +  B-^2\/2B; 

comparant  d'un  côté  Ja  partie  commensurable,  et  de 
l'autre  la  partie  incommensurable ,  on  formera  les  deux 
équations 

a^A  +  B,  \/b=i2\/ÂB; 

quarrant  de  nouveau ,  il  viendra 

a^  =  A'-\-QAB-\-B\         bz=4AB; 

retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  on  aura 

a-'—b  =  A^  —  2AB-\-B^; 

et  prenant  enfin  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  d« 
cette  dernière,  on  en  conclura 

y/a""  —  b  =  A  —  B. 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  a  =  A-{-B ,  on  en 
tirera  les  valeurs 

^^ia  +  îV^^^^^^,     B=:ia  —  l{/a'^  —  b, 
^'après  lesquelles  les  quaatités  ^  et  ^  ne  peuvent  être 
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rationnelles  comme  on  le  suppose,  à  moins  que  a* — b 
ne  soit  un  quarré  parfait. 

Soit  pour  exemple  V  7  +  V  4^'>  on  aura 

a  =  7 ,  6  =  48 ,  n=  —  6  =  49  —  48  =  I  , 

Soit  encore  l'expression  littérale 

équivalente  à 

\/4mn  -\-  \/  —  4  (  Tn  +  /i  )-  (  m  —  n  )*  -, 
il  viendra  pour  cet  exemple 

az=^Tnn,  b  =  —  4('"  +  ")"(^  —  ^Tj 
a'  —  b=  4/7i\-f  Sm'rt^  H-  4/i«  =  4  (  m»  +  n«  )*, 
\/A=\/amn-^m''-\-n'  ,    \/  Ji=z  \/ u.mn — rri^ — /î% 

\/::^-|-\/^=V/('»+")'^+\/(m-n)^X^ 
=m+n-j-(m — n)  V^ — i . 

Enfin  si  l'on  avait 
on  trouverait  • 


Quand,  au  lieu  de  Va  +  V/ 6  on  a  y  a — V^^ 
il  faut  prendre  ^A — \/Z>,  A  et  B  conservant  les 
mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 

Dans  ces  deux  cas,  la  racine  «cherchée  est  double, 
comme  toutes  celles  du  second  degré  ^  car  on  a  dans 
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le  premier  cas 

■^V^Â+^/b,   ou    —}/Â—\/'B, 

et  dans  le  second  , 

-^-X/Â—x/b     ou     —\/Â+\/B. 

48.  Je  vais  chercher  actuellement  les  cas  ou  il  est 
possible  d'extraire  la  racine  cubique  d'une  expression 

de  la  forme  a  -f-  \/  b.  Pour  y  parvenir,  il  faut  décou-» 
vrir  la  forme  que  l'on  doit  donner  à  cette  racine.  On 
ne  peut  supposer  qu'elle  soit  \/  A-]ry  B ,  carie  cube 
de  celte  quantité  étant 

A  \/Â  +  '5Av'B'\''5B\/1+B\/~B 
■=.(^A  +  oB)  VA  -\-{'5A+  B  )Vb, 

contient  deux  radicaux  quarrés  essentiellement  différens , 
Il  n'en  sera  pas   de  même  de  la  forme  A  -j-  \/ B  » 
mais  pour  la  généraliser  un  peu,  j'écrirai 

(A+{/B)\/C: 

son  cube  sera  alors 

€iA^  +  5A'  {/B-i-  3AB-\.B[/b). 

En  comparant  la  partie  rationnelle  de  cette  expressioa 
avec  a,  et  la  partie  irrationnelle  avec  yb,  je  trou- 
verai les  équations 

ar=C(A^-i-3AB),      \/bT=  C(5A^-\-B)\/B; 

quarrant  l'une  et  l'autre ,  j'obtiendrai 

a^7=^  O  (^A^  -{-  GA^B  -f-  ^J^B'  ), 
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d'où  Je  conclurai 

•t  par  conséquent 

La  lettre  C  étant  indéterminée,  on  peut  en  disposer 
pour  que  la  quantité  (a"  —  Z»  )  C  soit  un  cube  parfait; 
lorsque  cette   détenninatiou  sfra  efFecftuée,  on  aura, 

en  taisant  pour  abréger — =zc ,  \  équation 

A^—  B  ~c, 
d'où 

B  =  A^--c; 

substituant  dans  l'équation  a  =:  C  (  y/^  -f-  3AB  )  ,  il 
viendra 

4CA^  —  ZcCA  —  a  —  o. 

Cetf^  dernière  aura  nécessairement  une  racine  conimen- 
*urable,  si  y^  etZÎ  sont  rationnels. 

En  prenant  pour  exemple  la  quantité   2.  -{-  w  y — i 
du  n°  29 ,  il  viendra 

a  =  2,   iiV/ — \^=^\/b  on  b-=. —  121, a'  —  6  =  125, 

Le  nombre  126  étant  un  cube  parfait,  on  pourra  faire 
C  =  1 ,  et  on  aura 

c  =  5,     A^  —  B  =  5    et    4A^—i5A  —  2  =  o. 

L'équation  en  A  ayant  pour  diviseur  commensurable 
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ui-—2.,  donne 

A  =  a; 
puis  on  trouve 

B  =  4  —  b  =  —i, 
d'où  il  résulte 


3 


V/a  -i-  1 1  V/—  1=2+  {/—  1  : 
on  obtiendrait  par  le  même  procédé , 

3 

X/a  —  1 1  l/^^i  =  2  —  \/—  1. 
Soit  encore  la  quantité  52  -}-  3o  \/3  ,  qui  donne 
a  =  b2,      {/b  =:z5o\/5,     a''  —  b  =  4. 

Ici,  pour  rendre  ^C  un  cube  parfait,  il  faut  faire  C=r2  ; 
il  vient  ensuite 

A^—B~i,        8^^  —  6^  —  52  =  0. 

Maintenant  si  l'on  pose  Q.A=zy ,  on  aura  l'équation 

y"^  —  3y  —  5a  =  o , 

dont  y  —  4  ^st  "'^  diviseur,   et  l'on  arrivera  enfin  à 

,      y=^4,  ^  =  2,  i?  =  3, 

d'où 

3 _      3  _ 

\/52  +  3o  v/3  =  (  a + v/3)  V^2. 

49.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment 
on  peut  parvenir  à  extraire  une  racine  quelconque  d'une 
expression  irrationnelle  donnée.  La  difficulté  consiste  à 
deviner  la  forme  sous  laquelle  cette  racine  doit  se  pré- 
senter ^  et  lorsque  cette  forme  est  trouvée,  et  qu'on  ea 
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compare  la  puissance  avec  l'expression  irrationnelle  pro- 
posée, on  obtient  des  équations  en  nombre  égal  à  celui 
des  indéterminées  ,  et  qui  doivent  conduire  à  une  équa- 
tion finale  ayant  des  diviseurs  commensurables. 

Ainsi,  pour  ramener  à  la  forme  (^+V-^')r^ 

l'expression  \a-\-  \/6,  on  aura 

a-\-  \/b  =  C{A-\'  }/~B  y, 
équation  qui  se  partagera  dans  les  suivantes  : 

^:^cf^>.4.^il^>.-^^+"^"-')("-|)fe:g2^''-4g^+  etc.) , 

\  1.2  1.2.3.4  / 

\1  1.2.0  / 

D'après  ces  valeurs ,  il  est  visible  que 

a  =  \C{{A+  y/B_Y-{-iA—  VTiY}, 
Vb  =  {C  [  (A+\/Br-iA-  V^U)"}; 
et  comme 

— (^+  \/7Jy''+2{A'—By—iA—\/By'']> 

on  aura ,  après  les  réductions , 

a}—h—0(^A^—By,   ou     A^—B=\J—7-r-' 

ir  faudra  donc  premièrement,  par  une  détermination 

.  ,  a"  —  h 
convenable  de  C ,  rendre  la  quantité  — j-—  une  puis- 
sance exacte  du  degré  n  ;  lorsque  cette  condition  sera 
remplie,  on  aura  une  valeur  rationnelle  de  B  ,  qui, 
substituée  dans  l'expression  de  A  ^  devra  conduire  à  une 
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équation ^yant  des  diviseurs  commensurables ,  si  A  peut' 

être  rationnel. 

De  l'abaissement  des  équations. 

5o.  Il  y  a  des  circonstances  oii  une  équation  peut 
être  ramenée  à  un  degré  inférieur  à  celui  sous  lequel 
elle  se  présente;  cela  arrive  toujours  lorsqu'il  existe 
entre  ses  racines  des  relations  particulières,  ou  qu'elle 
devient  divisible  par  un  facteur  rationnel.  La  recherche 
des  caractères' auxquels  on  reconnaît  qu'une  équation 
est  susceptible  d'abaissement,  et  celle  des  moyens  d'ef- 
fectuer ces  abaissemens ,  font  partie  de  la  résolution 
des  équations  ;  c'est  pourquoi  j'en  traiterai  succincte- 
ment ici. 
Je  supposerai  d'abord  qu'on  ait  l'équation 

x^  -f-  px^'  -f-  <J^^  -\~  rx  -}-  s  :=:  o  , 

dont  les  racines  soient  représentées  par  a,  b,  c  et  d ,  et 
qu'on  sache  qu'entre  deux  de  ces  racines  il  existe  une 
relation  indiquée  par  l'équation  ma-^nb ^=zk ,  m,  n  et  k 
étant  des  quatitités  connues,  on  pourra  trouver  a  et  b 
d'une  manière  fort  simple  ;  car  a  et  b  étant  les  racines 
de  l'équation  proposée,  on  aura 

a^  -vf-  pa"'  +  x}a^  -\-  ra  -^  s  ■-■=  o  , 
b^  -\-  pp  -j~  qb^  -\-  rb  -{-  s  :=  o  -f 

mais  si  de  la  dernière  de   celle-ci   on  élimine  b,  au 
moyen  de  l'équation  ma-^nb  =  k ,   l'équation  résul- 
tante devra  nécessairement  s'accorder  avec  l'équation 
a^  -f-  pa^  -\-  qa''  -j-  ra  -}-  s  =  o  ; 

et  puisque  l'une  et  l'autre  seront  satisfaites  par  la  même 
valeur  de  a,  elles  auront  un  facteur  commun  qu'on  ob- 
tiendra en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
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«tqui  fera  connaître  la  valeur  de  a  {Èlém.  189)  :  oa 
frouverait  h  de  la  même  manière.  Il  convient  d'observer 
que  dans  le  cas  où  les  deux  racines  a  et  è  entreraient 
semblablement  dan:;  la  relation  donnée  ,  ce  qui  arrive- 
rait si  on  avait  m  =  n ,  d'où  il  résulterait 

le  diviseur  commun  dont  je  viens  de  parler  monte- 
rait au  second  degré.  La  raison  de  ce  fait  est  facile  à 
apercevoir;  car  alors,  soit  qu'on  élimine  a,  soit  qu'on 
élimine  b,  on  tombe  sur  des  écjuations  semblables,  et 
qui  par  conséquent  doivent  conduire  à  une  équation 
donnant  en  même  temps  l'une  et  l'autre  de  ces  incon-* 
nues  ,  ou  avant  deux  racines. 

Si  la  relation  proposée  était  la-\'mh-\-nc::^k ,  on  y 
joindiait  les  équations 

a*  -f-  pa^  +  qa^  -f-  ^^  +  ^  ==  o  < 
b^-\-pb^-\-qb^-\-rb-{-s  —  o, 
ci  -\-  pc^  -f-  ^c"  4-  rc  +  5  =  o  i 

et  éliminant,  au  moyen  des  deux  dernières,  6  et  c  de 
l'équation  la-\-mb-^nc  =  k,  on  parviendrait  à  une 
équation  finale  qui,  ne  renfermant  plus  que  a,  aurait 
nécessairement,  avec  a^ -\-pa^ -\-qa^-\-ra-]- s  ^=.  o  , 
un  diviseur  commun  qui  déterminerait  a  :  on  trouverait 
t  et  c  d'une  manière  semblable.  Si  on  avait  l=^m,  ce 
qui  changerait  la  relation  donnée  en  l(a-\-b)  -\-nc=k  , 
comme  il  serait  indifférent  d'y  écrire  a  pour  b  et  b 
pour  a,  le  diviseur  commun  qui  donnerait  a,  donnerait 
aussi  è,  et  serait  par  conséquent  du  deuxième  degré. 
Enfin  dans  le  cas  où  la  relation  donnée  serait. . . . 
/(a-|-6-f-c)  =  A,  les  trois  racines  a,  b ,  c  entre- 
raient dans  le  même  diviseur  commun ,  qui  serait  par 
çonâéquent  du  troisième  degré. 
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Ce  qu'on  vient  de  lire  par  rapport  à  l'équation  drf 
quatrième  degré  et  à  des  relations  exprimées  par  des 
équations  du  premier,  peut  s'appliquer  à  im  degré  et 
à  des  relations  quelconques;  et  on  en  conclura  qu'il  faut 
traiter  chacune  des  racines  qui  entrent  dans  la  relation 
donnée  comme  une  inconnue  distincte  ,  former  les  équa- 
tions résultantes  de  leur  substitution  dans  l'équation 
proposée,  et  joindre  ces  nouvelles  équations  avec  celle 
qui  exprime  la  relation  donnée,  puis  éliminer  ensuite 
toutes  les  inconnues ,  hors  une,  que  l'on  conservera  en 
même  temps  dans  deux  équations  ,  lesquelles  admet- 
tront par  conséquent  un  diviseur  commun ,  qui ,  suivant 
le  degré  dont  il  sera ,  fera  connaître  une  ou  plusieurs 
des  racines  comprises  dans  la  relation  donnée. 

5i.  Je  prends  pour  premier  exemple  l'équation  du 
troisième  degré 

cc^  -\-  px^  —  q'^x  —  q'^p  ■=.  o  , 

et  je  suppose  que  l'on  sache  d'avance  que  parmi  srs 
racines,  il  y  en  a.  deux  qui  sont  égales,  mais  de  signe 
contraire  :  en  nommant  a  et  b  ces  deux  racines,  on 
tirera  d'abord  de  l'équation  proposée 

a?  ~\-  pa'  —  q^a  —  q^  ■==  o  , 
b^  -f  pb^  —  q^b  —  qy  —  o. 

La  relation  donnée  entre  a  et  &  fournit  de  plus  cette 
troisième  équation,  b= — a,  en  vertu  de  laquelle  la 
seconde  devient 

—  a^  +  pa"-  +  9=a  —  q'p  =  o  , 

on  en  changeant  tous  les  signes  à  la  fois,  et  mettant  x 
pour  a , 

x^  —  px^  —  q^'x  +  q^p  r=  o. 

Cherchant  ensuite  le  diviseur  commun  à  cette  dernière 
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équation  et  à  la  proposée  ,  on  trouve 

x'  —  q\ 
ce  qui  donne 

x*  —  q^  :=:o  y 
ou 

X  ■=  -^  q     et     xr=:  —  q. 

Le  diviseur  est  du  second  de^ré,  car  la  relation  b-= — a, 
équivalente  à  a-\-b=.o,  demeure  la  même  lorsqu'on 
y  change  a  en  6  et  6  en  a  (5o). 

La  question  précédente  aurait  pu  se  résoudre  de  cette 
autre  manière  :  le  facteur  qui  renferme  les  deux  racines 
a  et  b  étant  a:*  —  (« -f"^)-^~f"  "^  >  devient  x^  —  a", 
lorsqu'on  y  suppose,  d'après  la  relation  donnée,  è= — a; 
il  faudrait  donc,  si  a  était  déterminé  convenablement, 
que  l'équation  proposée  fût  divisible  par  a:"  —  a^.  Or, 
après  avoir  poussé  la  division  par  ce  facteur  aussi  loin 
qu'il  est  possible ,  on  a  pour  reste 

—  (^  q^  —■  a^)  X  —  i  q'p  —  ay)  , 

quantité  qui ,  devant  être  nulle  indépendamment   de  x 
(^Elém.  210  )  ,  donne 

g»  —  a^  =  o  ,  q^p  —  a'p  ==  o  ; 

la  seconde  de  ces  équations  est  identique  avec  la  pre- 
mière ,  dont  on  tire 

q'  =  a\ 
et  par  conséquent 

a:"— a*  =  x='  — g", 

comme  ci-dessus. 

Il  sera  facile,  avec  un  peu  d'attention  ,  de  reconnaître 
que  cette  dernière  méthode,  généralisée  convenable- 
ment, doit  résoudre  toutes  les  questions  relatives  à  l'a- 
baissement des  équations. 
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52,  Si  les  deux  équations  q'^ — a^'^o  et  q^p — a*pr=o 
ne  s'étaient  pas  trouvées  comprises  l'une  dans  l'autre, 
l'équation  proposée  n'aurait  pas  été  divisible  par  un 
facteur  de  la  forme  x"^  —  a%  et  il  n'y  aurait  pas  eu 
par  conséquent  entre  deux  de  ses  racines  la  relation 
qu'on  supposait  exister;  mais  si  les  quantités  p  et  q ,  ou 
en  général  les  coefficiens  de  l'équation  proposée,  eussent 
été  indéterminées ,  on  aurait  pu  les  déterminer  de  ma-» 
nière  à  satisfaire  à  cette  condition.  Les  mêmes  circons- 
tances se  rencontrent  dans  le  premier  procédé ,  car  on 
pourrait  éliminer  a  et  b  des  trois  équations 

a^  -f-  pa'^  —  ^°û!  —  q'^p  =  o  , 

b^ -^  pb^  —  q^b  —  q^p  =  o , 

a-{-b  =  o, 

et  il  existerait  encore  une  équation  entre  p  et  q ,  qui  se 
trouverait  identique  dans  le  cas  actuel ,  parce  que  l'équa- 
tion proposée  satisfait  à  la  condition  donnée  ,  mais  qui , 
si  cela  n'avait  pas  lieu,  exprimerait  la  relation  qu'une 
pareille  condition  suppose  entre  les  coelliciens  de  l'équa- 
tion proposée. 

53.  On  a  vu  dans  le  n°  2o5  des  Élémens ,  que  lors- 
qu'une équation  avait  des  racines  égales ,  elle  était  sus- 
ceptible d'abaissement-  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  prouver 
par  les  considérations  précédentes. 

L'équation  x^-\-px^-j-qx^-\-rx-{-s=:o  ,  par  exemple, 
fournissant,  entre  deux  quelconques  a  et  6  de  ses  ra- 
cines, les  équations  identiques 

c^  -1-  pa"  -{-  qa^  -f-  m  -|-  .y  =  o , 
hi  -j-  pb^  -f-  qb^  ^rb-lrsz=o^ 

eonduit  à 
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divisant  ce  résultat  par  a  —  b  ,  on  aura  l'équation 

qui  devient 

4a'  +  Spa"  +  zqa  +  r  r=  o  , 

lorsqu'on  suppose  a-=b:  il  faut  donc  que,  dans  cette 
hypothèse ,  les  équations  .    « 

a^  +  peu'  +  qa"^  -\-  ra  -\-  s  ^=  o , 
^a?  -j-  3pa^  +  2.qa  -\-  r  -=■  o 

aient  entre  elles  un  diviseur  commun.  En  suivant  cette 
voie,  on  parviendrait,  avec  le  secours  de  la  proposi- 
tion du  n°  i58  des  Élén\ens,  au  résultat  du  n"  2c5  du 
même  volume. 

On  peut  encore  trouver  les  racines  égales,  en  consi- 
dérant qu'une  équation  qui  a  deux  racines  égales  est 
nécessairement  divisible  par  un  facteur  de  la  forme 

X*  2ccX  -f~  **  ■> 

par  un  facteur  de  la  forme 

si  elle  a  trois  racines  égales,  et  ainsi  de  suite. 

On  parvient  à  un  résultat  plus  élégant  et  plus  géné- 
ral ,  en  cherchant  ce  que  devient  alors  la  fonction  dé- 
«ignée  par  (yf)  dans  le  n°  4- 

Si  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

(x— a)"(x— 6)P(x— c)î X{oc-'^){x—h)—o  , 

c'est-à-dire  si  elle  a  n  racines  égales  à  a,  p  égales  à  b, 
q  égales  à  c,  etc.,  lafonction  {j4),  qui  exprime  la  somme 
des  divers  quotiens  qu'on' obtient  en  divisant  l'équation 
proposée  par  chacun  de  ses  facteurs  du  premier  degré  ^ 
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devient  visiblement  égale  à 

n(x^ay-'{x—by    (_x—cy.  .  .  .  .{x—g)ioc—h) 

^plx—ay    lx—by-\x—cy {^—gKx—h) 

j^q(^x—ay    {x—by    (x—c)^-',  .  .  .{xs^ix—K) 

-|_  (^x—ay     {x—by     ipc-^cy. ix—lï) 

+  Ix^ay  {x—by  {x—cy (^— g). 

en  observant  que  les  facteurs  égaux  donnent  le  même 
quotient,  répété  un  nombre  de  fois  égal  à  leur  degré  de 
multiplicité  ;  et  on  reconnaît  à  l'inspection  de  cette  quan- 
tité ,  que  tous  ses  termes  ont ,  pour  facteur  commun  , 
le  produit 

(x  — c)"-*  {x—by-'  {x  —  cy-\ 

Mais  si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  la  fonction 
{A)  les  valeurs  trouvées  pour  les  coefliciens  qui  y  multi- 
plient les  diverses  puissances  de  x,  elle  deviendra  alors 

mx'^-'-f-C/n  — i)Px'"-*-f-(m— 2)Ç-c"'-\  .  .  .  .  +  T; 

il  suit  donc  de  là  que ,  quand  la  proposée  aura  la  forme 
qu'on  lui  a  supposée  plus  haut,  les  deux  quantités 

X'"  -f  Px"--'  -f-  Çx'"-^ ....  -h  Tx+  U , 
•  mx-^-'+Cm— i)Pa;'"-*-f-(m— 2)Çx"'-3 -^T 

auront  pour  diviseur  commun  le  produit 

(x  — c)"—  {x  —  by-'  {x  —  cy-\  .... 

qui  renferme  tous  les  facteurs  égaux,  élevés  à  un  degré 
moindre  d'une  unité  que  dans  .l'équation  proposée. 

64.  L'équation 

x^  ■'{-px^  -\-  qx^  +  rx^  -f-  qx'^  -|-px  -{- 1  =  o 

offre  un  exemple  du  cas  où  la  forme  même  de  l'équa- 
tion proposée  fait   découvrir   yne  relation    entre  ses 


DES  ÉLÉMENS   D'aLGÈBRE.  ^J 

racines.  Elle  demeure  la  même  lorsqu'on  y  met  1  aii 

lieu  de  a:,  et  se  trouve  seulement  écrite  dans  un  ordre 
mverse;  il  faut  donc  conclure  de  là  que  si  a  est  une  de 

«es  racines,  i  en  e.t  une  autre.  En  nommant  c  une 
racine  différente  des  deux  précédentes,  elle  aura  en- 
core une  correspondante  1;  et  enfin  e  étant  une  racine 
distincte  des  quatre  que  je  viens  d'indiquer,  donnera 
une  sixième  racine  i.  On  voit  pat  là  que  si  on  désigne 

par  a,  ^»,  c,  rf,  e,  /,  les  six  racines  de  la  proposée 
on  aura  entre  elles  les  relations  suivantes,  ' 

a'  c*  -^  ~e* 

ou  a3  =  i,        cd=zi,        ef=i. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  ici  le  procédé  du 
n  5o;  car  il  est  évident  qu'en  combinant  chacune  de, 
racines  a,  c,  e  avec  sa  correspondante,  pour  en  former 
un  facteur  du  second  degré  de  la  proposée,  on  aura  ces 
trois  facteurs  : 

dans  lesquels  il  n'y  a  d'inconnu  que  le  coelTicient  du 
second  ternie.  Si  donc  on  le  désigne  par  z,  l'inconnue 
zne  dépendra  que  d'une  équation  du  troisième  degré, 
dontles  racines  seront  a  + 1 ,  c  -f- 1 ,  e  -f  i.  Quoique 
Compl.  des  Éltm.  (TJ/g.  ^  g 
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ces  fonctions  ne  paraissent  pas  d'abord  renfermer  toutes 
les  permutations  que  leur  forme  permet  de  faire  entra 
les  racines,  il  est  facile  de  s'assurer  que  celles  qu'on 
néglige  n'en  sont  que  des  répétitions.  En  effet,  en  ne 
supposant  aucune  relation  entre  c,  Z>,  c,  d,  e,  f,  on 
aurait 

'"^û'  ^+c'  ^+ê* 

b+l  d+i,  /+i; 

mais  puisque  j  dans  l'hypothèse  établie, 

a'  c*        -^        e' 

les  fonctions  delà  seconde  ligne  deviennent  égales  à  celles 
de  la  première,  et  par  conséquent  l'équation  du  sixième 
degré,  qui  donnerait  ces  six  fonctions  pour  le  cas  gé- 
néral (8) ,  doit  s'abaisser  ici  au  troisième  degré  (53). 

55.  On  peut  former  cette  dernière  très-simplement , 
en  divisant  par  x'  tous  les  termes  de  l'équation  proposée 

x^  +  px^  +  9^^  4"  ^^^  ~f"  ^-^^  -{-  P-^  +  ï  =  o  * 
et  en  réunissant  ceux  qui  sont  également  éloignés  de» 
extrêmes,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 

Maintenant  si  l'on  fait  x-\--^=z^on  aura 

X 

(x +  !)•=.% 
ou  a-+a  +  ^  =  J% 
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dont  on  tirera 
puû 

donnera 

et  mettant  a  au  lieu  de  x  -f-  -,  il  viendra 


.3    •     1 


^'  4-  ^  =  *^  —  3x. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

on  trouvera 

«'4-p2'-f  (<7  — 3)z  +  r— 2p  =  o. 

Lorsqu'on  aura  déterminé  z  par  cette  équation,  il  ne 
testera  plus,  pour  obtenir  les  racines  de  la  proposée 
qu'à  résoudre  les  trois  équations  du  second  degré 

dans  lesquelles  z',  z\  z*,  représentent  les  trois  valeurs 
de  2,  et  qui  se  déduisent  de  :r  -i-  -z=z. 
Les  remarques  précédentes ,  sur  l'équatioa 
^'-^px^'  +  qx^  +  rx-^  +  q^^^p^.^^^^^ 

conviennent  à  toutes  les  équations  dans  lesquelles  les 
termes  placés  à  égale  distance  du  premier  et  du  dernier 
ont  les  mêmes  coeffîciens,  et  qu'on  appelle  équations 

8., 
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réciproques,  parce  qu'elles  ne  changent  pas  lorsqu'on  y 

substitue  -  au  lieu  de  x. 

X 

56.  Soit  l'équation  générale  d'un  degré  pair 

x"'"  +  px^""-'  +  qx""-^. . ..  4-  çx*  +  px  +  a  =  o ; 

on  la  divisera  par  a;"",  et  réunissant  les  termes  également 
éloignés  des  extrêmes ,  on  aura 

On  fera  encore  x  -^ —  =  z ,  et  il  ne  s'agira  plus  que 
d'en  tirer  successivement  les  valeurs  des  fonctions 

or  c'est  à  quoi  l'on  parvient  sans  peine  en  observant  que 
car  on  tire  de  là 

-"-+^=(x-+^)— (-"-  +  ^)-  ■  -c^) . 

relation  au  moyen  de  laquelle  l'une  quelconque  des 
fonctions  ci-dessus  se  déduira  des  deux  qui  la  précèdent. 
En  partant  de 

€t  faisant  n==o,  i  ,  2,  3,  etc.,  on  trouve 
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a;^  +  —  =  2-3  _  3,  ^ 

ar^  +  —  =  z+  —  4^^  +  2, 
a;^  -}r.  — ^  =  2,5  —  52^3    I    5^ 

etc. 

H  est  évident,  par  la  marche  de  ces  expressions,  que 
l'équation  proposée  du  degré  am  sera  ramenée  au  degré  m . 
Si  elle    était  d'un  degré    impair  ,   qu'on  eût ,   par 
exemple , 

x^  -f-  px^  -\-'qx^  -4"  9-^*  4~  P-^  +  1  =  o  j 

on  l'écrirait  comme  il  suit  : 

x^  4-  1  -H  p.r  (  x^  +  1  )  +  çx*  (  X  -f-  1  )  =  o  , 

ce  qui  ferait  voir  qu'elle  serait  divisible  par  x-j-  1  j  et 
la  division  faite,  on  aurait  pour  quotient 

équation  réciproque  du  quatrième  degré. 

Il  sera  facile  d'opérer  sur  toute  équation  réciproque 
de  degré  impair,  comme  sur  celle  du  cinquième  degré. 

Un  examen  approfondi  de  la  série  des  valeurs  de 

x^-\ ~  rapportées  précédemment,  en  a  fait  conclure 

par  induction  que 

a;"-i =2." z^-^-i — i -z^'-i !^ -■^ — -z"^ 

X"  1  1.2  1.2.0 

n(n-5)(.-6)(.-7)  ^„^, _  ^^^_ 
1.2.3.4 

et  rien  n'est  plus  aisé  que  de  le  vérifier  au  moyen  de 
l'équation  C^;  car  en  y  substituant  ce  développement 
et  celui  qui  en  dérive ,  lorsqu'on  change  n  en  n —  i  ^ 
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puis  réduisant  ensemble  tous  les  termes  aîFeétés  de  l«i 

même  puissance  de  z. ,  il  viendra 

;^»--'4-  ~-  =z»-^«--(-:!±l>^-'+(.^±il^^."-3-etc. . 

oc"-*"  1  1.2 

résultat  qui  n'est  autre  que  ce  que  devient  l'expression 

de  a;"  -f -,  quand  on  y  change  n  en  n.  -}-  i  ,  et  d'où 

il  suit  que  la  loi  indiquée  ayant  lieu  pour  les  valeurs 
n=4  et  n=5,  par  exemple,  aura  lieu  lorsque  n=6,  et 
ainsi  de  proche  en  proche,  pour  un  nombre  quelconque 
entier  et  positif.  Bien  entendu  aussi  qu'on  ne  poussera 
pas  la  série  jusqu'à  ce  que  l'expoSant  de  2^  y  devienne 
négatif  (*). 

bj.  Ce  qui  précède  s'applique  à  l'équation 

déduite  de  l'équation  j/'" —  i  =o  divisée  par^  —  i  ,  et 
qui  renferme  les  m—  i  racines  de  l'unité ,  différentes 
de  1  (Élém.  iSg).  11  se  présente  d'abord  deux  cas  à 
examiner,  savoir,  celui  où  l'exposant  m  est  pair,  et  celui 
où  il  est  impair. 

Dans  le  premier,  le  nombre  jn  —  i  étant  impair, 
l'équation  ^'"■~' -f-J''""^  4~  etc.  =  o  est  divisible  par 
_y  +  1  ,  et  donne  pour  quotient  une  équation  réciproque 
du  degré  m  —  2 ,  laquelle  se  ramène  à  une  équation  en 

,     j       ,  m — 2  .  .     .         ,j. 

z  du  degré .  On  peut  aussi  parvenir  immédiate- 
ment à  l'équation  du  degré  m  —  2  en  y ,  en  observant 
que,  puisque  la  puissance  m  est  paire,  on  satisfait 
à  l'équation  j'" — ir=o   en  faisant  y^=±i,   et  que 

(*)  La  recherche  de  cette  loi  appartenant  au  Calcul  aux  dif- 
férences,  se  trouvera  avec  pJus  de  de'veloppemens  dans  le  3^  vo- 
Jume  du  Tiaité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  i^ntégraL 
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par  conséquent  cette  équation  est  divisible  par ^ 

Lorsque  m  est  impair  ,   l'équation ^ 

^m— 1  _j_^m-a  _^  g|.ç  __  Q  ggj  réciproque  et  de  de- 
gré pair,  et  on  en  tire  une  équation  en  z  du  degré 
m —  1 

a 

De  ces  deux  cas,  le  dernier  est  le  seul  auquel  il  soit 
nécessaire  de  s'arrêter  ,  puisqu'il  suffit  de  connaître  les 
racines  de  l'équation^""  —  1=0,  lorsque  m  est  pre- 
mier et  par  conséquent  impair,  pour  obtenir  celles  des 
autres  équations  de  ce  genre  (17)  ;  mais  comme  ce  n'est 
qu'en  s'appuyant  sur  certaines  propriétés  des  nombres 
premiers  que  l'on  peutrésoudre  l'équation  du  degré  m — 1 , 
qui  contient  toutes  les  racines  imaginaires  de  la  pré- 
cédente^ j'en  renverrai  la  recherche  à  la  fin  de  cet 
ouvrage ,  où  je  ferai  connaître  la  découverte  remar- 
quable de  M.  Gauss,  sous  la  forme  simplifiée  que  lui 
a  donnée  Lagrange  (*). 

58.  Les  équations  ab=zi  y  cd=  i ,  ef=  i,  du  n°  54, 
peuvent  être  regardées  comme  n'exprimant  qu'une  seule 
relation  commune  aux  trois  couples  a  et  b,  c  et  d,  e  et  f 
des  racines  de  la  proposée.  En  généralisant  ce  point  de 
vue,  on  peut  se  proposer  d'abaisser  une  équation  d'un 
degré  pair  dont  les  racines^  distribuées  par  couples ,  au- 
raient dans  chacun  de  ces  couples  une  relation  donnée  ; 
et  l'on  y  procéderait  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Soit  l'équation 

X'''  -h  Pjc'"-'  -h  Qx'"-^  .,.  .  .+  U=o, 

C')  La  considt'ratiçn  des  propriétés  du  cercle  donne,  pour  loas 
les  degrés,  des  expressions  des  racines  de  l'unité',  qu'on  trouver.t 
dans  V Introduction  de  moa  Traité  du  Calcul  dij^crentieletdu 
Calcul  intégral. 
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telle  qu'on  ait  entre  deux  de  ces  racines  a  et  ô ,  une 
équation  quelconque,  commune  aux  couples  c  et  d  y 
e  et  y,  etc.;  on  fera  a-\-b  =  z,  puis  substituant  à  la 
place  de  b  sa  valeur  2S — a  dans  l'équation  donnée  entre. 
a  et  b ,   et  éliminant  a  entre  cette  dernière  et  l'équation 

c'"  4- Pa'"-*  +  Ça^»-^ +  ï/=:o, 

on  formera  celle  qui  doit  déterminer  z.  Mais  il  est  -vi- 
sible qu'en  opérant  de  même  sur  chaque  couple  de  ra- 
cines, désigné  ci-dessus,  on  trouvera  toujours  la  même 
équation  en  z  ;  qu'ainsi  cette  équation  doit  comprendre 
au  nombre  de  ses  racines  les  n  sommes  fournies  par  les 
couples  qui  satisfont  à  la  relation  donnée  ;  or,  ces  sommes 
font  également  partie  des  racines  de  l'équation  formée 
en  prenant  pour  l'inconnue  z  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  quantités  a,  b,  c,  d,  etc.  :  cette  dernière, 
qui  s'obtiendrait  par  le  procédé  du  n°  8  ,  aura  donc 
avec  la  précédente  un  diviseur  commun  du  degré  n, 
qui  fera  connaître  les  valeurs  de  z  relatives  aux  couples 
désignés  ci-dessus  (*). 

(*)  La  première  équation  eu  z  peut  aussi  se  former  par  ses 
racines,  qui  s'obliennent  en  faisant  passer  successivement  toutes  celles 
de  la  proposcc  dans  l'equation  entre  z  et  «,  déduite  delà  relation 
donnée.  Si  ,  par  exemple,  entre  les  quatre  racines  a,  b,c,  <1,  on 
avait  les  relations  è  =  a' ,  <^=  c^ ,  on  trouverait  les  quatre  valeurs. 

is  =  rt  -f-  rt%     z  =z  b  -^  b^,     z  ■=  c  -\-  c^,     z  =  d  +  d', 

dont  la  première  et  la  troisième  seules  expriment  la  somme  d'un 
couple  des  racines  de  la  proposée. 

Si  la  relation  donnée  était  syme'nique  entre  les  racines  qu'elle 
contient,  plusieurs  des  valeurs  de  z  deviendraient  égales  enir'cilcs, 

La  seconde  équation  en  z  pourrait  à  son  tour  s'obtenir  pnr 
l'tlimination  de  a  et  de  b  entre  les  équations 

«  =  rt  -{-  i  , 

a'"  4-  Pa-"-' -f  U  —  o, 

lin  ^  pifïH-, .  . .  ,-f-   [/  =:  o. 
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Lorsqu'on  connaîtra  z  ,  on  aura  le  deuxième  terme 
du  facteur  du  second  degré ,  formé  avec  les  racines  a 
et  b  de  la  proposée,  et  qui  est 

X*  —  {a  -\-  b)  X  -\-ah     ou      x'^  —  zx  -\-  ab; 

puis  pour  obtenir  ab ,  que  je  représenterai  par  q  ,  on 
divisera  l'équation  proposée  par  o:^ — zx-f-ç,  et  quand 
on  sera  parvenu  au  reste  ,  on  égalera  séparément  à  zéro 
les  deux  termes  de  ce  reste  {Èlémens,  210  )  :  les  deux 
équations  qu'on  se  procurera  ainsi ,  ne  renfermant  que 
la  seule  inconnue  q ,  doivent  nécessairement  avoir  un 
diviseur  commun,  dont  on  tirera  la  valeur  de  cette 
inconÉUe. 

69.  De  même  ,  si  l'équation  proposée  était  du  degrç 
on,  et  que  ses  racines  fussent  assujéties,  trois  par  trois, 
aune  relation  donnée,  c'est-à-dire  que  cette  relation 
ayant  lieu  entre  les  trois  racines  a ,  6  et  c ,  subsistât 
aussi  entre  d,  e  et  f,  et  ainsi  de  suite,  on  ferait 
a-\-b-{-c-=.z;  et  mettant  pour  c  sa  valeur  z — a  —  b 
dans  l'équation  qui  exprime  la  relation  donnée,  on  éli- 
minerait ensuite  a  et  è  au  moyen  des  équations 

a-''  +  Pa?"-'  4-  Qa"-^ -j_    L'  =  o  , 

résultantes  de  la  substitution  de  a  et  de  è  au  lieu  de  x 
dans  la  proposée.  L'équation  finale  en  z  contiendrait 
toutes  les  valeurs  des  sommes  a-]-b-\-Cycl-\-e-\'f,  etc., 
dont  le  nombre  est  n,  et  qui  feraient  également  par- 
tie des  racines  de  l'équation  formée  en  prenant  pour 
inconnue  la  somme  de  trois  quelconques  des  quantités 
a,  b,  c,  d,  etc.  Cette  dernière  et  la  précédente  auraient 
donc  un  diviseur  commun  du  degré  n  ,  comprenant  seu- 
lement les  sommes  des  racines  de  chacun  des  groupes 
Résignés  ci-dessus. 
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Considérant  ensuite  le  facteur 
x^ — {^a  -\-h  -\-  c')x'^  •\-  i^ah  -\-  ac  ■\-hc')  X  —  abc  y 

formé  par  les  trois  racines  a^h ,  c,  et  mettant  z  au 
lieu  de  a-\-h-\-c,q  au  lieu  de  a6 -f- ne -f-3c,  et  r 
pour  abc ,  il  viendrait 

x^  —  zx^  -}-  qx  —  r , 

facteur  qui  devrait  diviser  exactement  la  proposée  si  q 
et  r  étaient  connus.  En  égalant  donc  à  zéro  le  reste,  qui 
serait  composé  de  trois  termes ,  on  aurait  entre  les 
deux  inconnues  q  et  r  trois  équations  ;  et  par  l'élimina- 
tion on  parviendrait  à  deux  équations  finales  elltre  la 
même  inconnue  r  :  le  diviseur  commun  de  ces  équations 
donnerait  ?*. 

Il  y  aurait  beaucoup  de  remarques  importantes  à  faire 
sur  cette  partie  de  la  théorie  des  équations;  mais  je  ne 
puis  m'y  arrêter.  J'observerai  seulement  que  l'abais- 
sement a  lieu,  en  général,  lorsqu'on  obtient  entre  les 
inconnues  d'un  problème  possible ,  plus  d'équations 
qu'il  ne  renferme  d'inconnues ,  ce  à  quoi  l'on  parvient 
souvent  en  considérant  le  problème  proposé  sous  plu- 
sieurs faces  ;  on  trouve  alors  entre  une  même  inconnue 
deux  équations  finales,  qui,  devant  s'accorder  entre  elles, 
ont  un  diviseur  commun  duquel  on  tire  la  solution  la 
plus  simple  dont  le  problème  proposé  soit  susceptible. 

60.  Toute  équation  qui  peut  se  décomposer  en  deux 
facteurs,  s'abaisse  nécessairement  par  ce  moyen;  il  est 
donc  utile  de  savoir  reconnaître  quand  cette  décom- 
position peut  s'effectuer.  Le  procédé  indiqué  dans  le 
numéro  210  des  Élémetis ,  et  déjà  rappelé  plus  haut, 
suffit  pour  obtenir  l'équation  finale  de  laquelle  doit 
dépendre  la  décomposition  d'une  autre  en  defix  facteurs 
de  degrés  donnés  ;  mais  je  vais   revenir  sur  cette  re- 
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clierche ,  par  une  méthode  plus  simple ,  fondée  sur  les 
considérations  du  numéro  1 83  des  Elémens. 

Soient  fit ,  /3 ,  y ,  les  trois  racines  de  l'équation 

x^  +  Pjc^  -f-  Çx  4-  iî  =  o  ; 

elle  sera  nécessairement  le  produit  des  facteurs  x  —  u^ 
X  —  /3,  et  X  —  y.  Si  on  la  décompose  en  deux  facteurs 
x'^-^-Jx-^B  et  x-\-A',  il  est  évident  que  le  premier 
doit  comprendre  deux  quelconques  des  facteurs  rap- 
portés ci-dessus,  et  que  x-j-y/'  est  identique  avec  celui 
qui  reste.  Mais  on  peut  combiner  les  facteurs  x  —  «  , 
X  —  fi,  X —  y,  deux  à  deux  de  trois  manières  différentes  ; 
ainsi  l'équation  proposée  pourra  subir  trois  décompo- 
sitions distinctes  :  et  comme  rien  n'indique  celle  qu'on 
cherche  en  particulier ,  elles  doivent  se  trouver  com- 
prises toutes  dans  le  résultat  qu'on  obtiendra. 

Si  on  multiplie  l'un  par  l'autre  les  facteurs  x*-f-^-c-l"^ 
et  x-{-A',  et  que  l'on  compare  le  produit  à  la  proposée, 
on  trouvera ,  pour  déterminer  les  coefïiciens  A,  B  et  A' , 
les  équations 

A-\-A'z=zP,  B+AA'=Q  et  A'B  =  R. 

Quelles  que  soient  parmi  les  inconnues  A,  A'  et  /?,  les 
deux  qu'on  élimine,  on  arrivera  à  une  équation  linale 
du  troisième  degré. 

Cette  dernière  peut  aussi  s'obtenir  à  priori;  car  si 
c'est  A'  qu'on  cherche,  la  question  revient  à  trouver 
l'une  des  racines  de  la  proposée,  puisque  x-|--^'=o 
donne  xz=z  —  A;  on  doit  donc  rencontrer  pour  équa- 
tion finale  celle  qu'on  obtiendrait  en  changeant  x  en — A' 
dans  la  proposée  :  si  c'est  A  qu'on  cherche,  ce  coefii- 
cient ,  dépendant  de  la  somme  de  deux  quelconques 
des  racines  de  la  proposée,  a  nécessairement  trois  va- 
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leurs,  qui  sont —  («4-/3),  — («-j*.y),  ^-(ys-l-y), 
et  par  conséquent  il  est  égal  à  —  z  dans  l'équation  du 
numéro  8.  Pour  parvenir  à  l'équation  en  Z? ,  il  faut  ob- 
server que  B  est  le  produit  de  deux  quelconques  des 
racines  de  la  proposée ,  et  qu'ainsi  B  a  trois  valeurs , 
savoir  :  «/3 ,  «y ,  /Sy  ;  multipliant  donc  entre  eux  les  trois 
facteurs  B  —  «/3^  B — «y,  B  —  ^Sy,  et  chassant  les  lettres 
";  /^>  y  )  on  aura  l'équation  demandée.  De  qnelque  ma- 
nière qu'on  opère  ,  on  n'obtient  dans  ce  cas  qu'une 
équation  du  troisième  degré,  aussi  difficile  à  résoudre 
que  la  proposée. 

6i.  Soit  maintenant  l'équation  du  quatrième  degré 
a;4  4- />x3  +  ()x^ -f- Zîx  4- 5  =  o ,  • 
ayant  pour  racines  «,  yS,  y  et  <^;  la  décomposer  en  deux 
facteurs  x"^  +  Ax  -\-  B  et  x^  4"  ^"^  "4"  ^'>  c'est  com- 
biner deux  quelconques  des  quatre  facteurs  x  —  «, 
X  —  /3,  a:  —  y,  x — ï^,  ce  qui  peut  se  faire  de  six  ma- 
nières différentes.  Aussi,  en  cherchant  à  déterminer  par 
la  comparaison  du  produit  des  facteurs  x^-\~Ax-^B, 
et  x^-{-A'x-\- B' ,  avec  la  proposée,  les  coefficiens  .<^  , 
B ,  A'  et  B' ,  trouve-t-on,  après  l'élimination  de  trois 
quelconques  d'eiitre  eux  ,  que  l'équation  finale  d'où  dé- 
pend le  quatrième  est  du  sixième  degré. 

En  effet,  le  produit 

x<  4-  (  ^  4-  ^'  )  x^  4-  (  ^  4-  ^A'  4-  5'  )  x' 
4-  (  A'B  -\-AB')x-\-  BB\ 
comparé  terme  à  terme  avec 

x\  4-  Px"^  -\- qx"  -{- Rx  ■\-  S , 

donne  les  équations 

A-\r  A'  ~P , 
B  -^  AA'  -^B'  ^q, 
.    A'B  -i-AB'  —  R, 
BB'  —  S. 
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On  tire  de  la  seconde  et  de  la  troisième 

^  -  A^^ ' 

A  — A' 
Mais  la  première  donnant  A'  ^=.P  —  A ,  on  aura 

Q.A  —  P 

^__  fi— (P  — ^)[Ç)^^(P  — ^)] 
ZA  —  P 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième ,  on  obtien- 
dra ,  après  les  réductions  , 

A^^'5PA^  -f  (3P"4-2Ç)  v4^--/>(P"  +  4Ç))^3. 
-Ka  P^  Q-hPR-\-  Q^-4S)A'-P{PR+  Q'—4S)A  UR). 
+PQR—P'S—R^  =  Q.  J 

Cette  équation  pourrait  aussi  se  déduire  immédiatement 
de  la  formation  des  coefficiens  A ,  A',  B ,  B" ,  au 
moyen  des  racines  de  la  proposée. 

A,  par  exemple,  étant  la  somme  de  deux  quelconques 
des  racines  « ,  /3 ,  y ,  ^  ,  a  les  six  valeui"s  suivantes  : 

—  (/3  +  y),     — (/3  +  J^),     _-(y  +  .?).   _ 

j&  en  a  pareillement  six,  qui  sont 

eefi  ,        tcy  ,        «/ , 
/3v.       M,       y/; 

et  les  équations  qui  doivent  donner  A  et  B  se  formeront 
comme  il  a  été  indiqué  dans  le  n°  8.  Il  est  facile  de 
voir  que  les  équations  en  A'  et  B'  seraient  semblables 
aux  équations  en  A  et  B, 
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Au  reste,  quand  A  et  B  sont  connus,  on  A 
A'—  P  --  A  ) 

-  =  §       [ 

li  est  remarquable  que  la  supposition  de  P==o  fait 
disparaître  tous  les  termes  afFectés  des  puissances  im-» 
paires  de  A,  dans  l'équation  (R) ,  qui  par  là  devient 
résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième  degré.  Les 
comm encans  verront  sans  doute  avec  plaisir  la  cause 
de  cette  simplification. 

L'équation  proposée  se  réduisant  alors  à 

x^ -\'  Qx^ -{- Rx -h  S  =  o , 

ou  étant  sans  second  terme,  il  faut  que  la  somme  de 
ses  racines,  tant  positives  que  négatives,  soit  nulle; 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  unes  soit  égale  à  celle 
des  autres ,  abstraction  faite  du  signe  ;  on  aura  donc 

«  +  /3  +  y  -f-  <^=:  O, 

d'où  on  voit  que 

«  +  y  =  ~  (/3  +  '^)j 

«  +  J^=:—  (^  +  y), 

et  que  par  conséquent ,  dans  cette  hypothèse ,  trois  des 
valeurs  de  A  sont  respectivement  égales  aux  trois  autres 
prises  avec  un  signe  contraire.  Il  faut  donc  que  l'équa- 
tion en  A  soit  de  la  forme 

A^  -i-  bA^  +  dA'  -i-f  =  o  (^  Èlém.  208  ). 

62.  Sans  supposer  P=:  o  dans  l'équation  (R),  il  suffit 
d'en  faire  disparaître  le  second  terme;  tous  ceux  de 
degré  impair  disparaîtront  en  même  temps ,  ce  qui  la 
rendra  encore  résoluble  à  la  manière  du  troisième  degré. 

En  effet,  le  coefficient  du  second  terme  de  cette  équa- 
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tion  étant  la  somme  des  valeurs  de  A  prises  avec  ua 
signe  contraire ,  sera ,  d'après  ce  qui  précède ,  égal  à 

(3«  +  3/3  4- 3y  +  3«^)  ,     ou  à    —  3P, 

€t  pour  faire  disparaître  le  second  terme ,  on  fera 

^  =  ^"  +  -(£/em.ao9), 

d'où  A"z=A  —  ^\ 

2 

mettant  pour  P  sa  valeur ,  et  substituant  successivement 
chacune  de  celles  que  doit  avoir  A ,  on  trouvera  ces 
résultats , 

_(.  +  ,)  +  .Jrl±y_±i^-drl^:^  ^.^ 
_  (  .  +  ^)  +  .  +  ^  +  r  +  J^4  +  v-.-.r  ^3^ 

-(,  +  ^)  +  l±£±v±f^'  +  -/^.^nf(.) 
-  ( .,  +  j- )  +  t±A±z±i = !l±f^-rr:i  (  0 

parmi  lesquels  ceux  qui  sont  suivis  des  mêmes  chiffres 
ne  diffèrent  que  par  le  signe.  Les  six  valeurs  de  A' 
seront  donc  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires , 
et  par  conséquent  l'équation  en  A'  ne  renfermera  au^ 
Cune  puissance  impaire  de  cette  inconnue. 

L'équation  qui  donnerait  B  serait  ^  dans  toutes  les 
hypothèses,  du  sixième  degré  et  complète. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'équation  du  qua- 
trième degré  peut  toujours  s'abaissera  un&  du  second. 
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au  moyen  de  la  résolution  d'une  du  troisième.  Les  coef- 
ficiens  des  facteurs  x^-\-Ax-\'B  et  x'^ -\- J' oc -{- B' 
étant  déterminés  ,  la  résolution  de  ces  facteurs ,  con- 
sidérés comme  équations  du  second  degré  ,  donnera  les 
racines  de  la  proposée  :  voilà  donc  une  méthode  propre 
à  résoudre  les  équations  du  quatrième  degré,  et  c'est 
en  effet  celle  que  Descartes  a  donnée;  mais  elle  est 
particulière  à  ce  degré.  Son  succès  tient  aux  circons- 
tances que  nous  venons  de  faire  connaître  d'après 
Lagrange. 

En  général ,  la  décomposition  d'une  équation  du  degré 
m,  en  facteurs  du  degré  p,  pouvant  se  faire  d'autant 
de  manières  qu'on  peutcombiner  les  mracines  en  nombre 
p  ,  doit  dépendre  d'une  équation  du  degré 

m  (m —  i)(/n  —  a) (m  —  p+  0 

1.2.3 p 

si  toutefois  m  est  un  nombre  premier  ;  car,  dans  le  cas 
contraire  ,  cette  décomposition  peut  s'obtenir  plus  sim- 
plement d'après  la  remarque  qui  termine  le  n°  27.  Potr 
le  sixième  degré,  par  exemple,  la  formule  ci-dessus  en 

y  faisant  p  =  3,  donnerait  ■  '    '^  =  20 ,  tandis  que  la 

même  décomposition  peut  être  ramenée  à  une  équation 
du  10*  degré. 

65.  Ce  qui  précède  ramène  encore  à  la  possibilité  de 
décomposer  toute  équation  du  quatrième  degré  dont 
les  coefïiciens  sont  réels ,  en  deux  facteurs  réels  du  se- 
cond, mais  par  un  chemin  qui  présente  quelques  cir- 
constances remarquables.  Je  suppose ,  pour  simplifier 
les  calculs ,  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme 
de  cette  équation  \  l'équation  {R)  devenant 
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son  dernier  terme  sera  essentiellement  négatif;  elle 
aura  donc  deux  racines  réelles ,  l'une  positive  et  l'aulTe 
négative  {Élém.  214).  L'expression  de  B,  trouvée 
dans  le  n°  précédent,  réduite  à 

donnera  nécessairement  une  valeur  réelle  pour  B,  et  les 
équations 

A'z=P^A     ou     A'~~A,     et    B' =z- 

B 

en  donneront  aussi  de  réelles  pour  A'  et  B'  ;  ainsi  les 
facteurs  supposés  seront  réels. 

Il  y  a  cependant  un  cas  particulier  où  on  ne  pour- 
rait les  déterminer  par  les  formules  ci-dessus.  Ce  cas 
répond  à  7î  =  o;  on  a  alors 

^  =  o     et     Z?  =  ^  ,  '• 

expression  indéterminée  (  Élém.  6^  )•  L'expression  gé- 
nérale de  B  se  trouve  en  défaut  dans  ce  cas,  parc^qu'à 
une  même  valeur  de  A  il  en  correspond  deux  de  B 
{Elém.  191  ).  En  effet,  si  l'on  reprend  les  quatre  équa- 
tions primitives,  entre  les  inconnues  A,  A',  B  et  B' 
on  les  réduit  à 

A'  =  o,     B  +  B'=Q,     BB'  =  S, 
à  cause  de   A=o,  de   P  =  o  et  de /î  =  o;   en  sorte 
que  5  et  5' sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

B'—ÇB-^S  =  o, 
et  que  les  facteurs  sont  par  conséquent 

00'+ B,  oc-^B\ 

ou 
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on  les  déduirait  de  même  de  la  proposée ,  qui  devient 

x^+Qx^  +  S  —  o. 
Ces  facteurs  seront  imaginaires  si  S ,  étant  positive , 
surpasse  {Q^\  mais  ils  conduisent  à  d'autres  facteurs 
réels.  En  faisant ,  pour  abréger , 

et  résolvant  ensuite  les  équations 

^«4,a  +  ^,^/II~lr=o,     x^-{-a  —  b\/'^i—o, 
on  aura  les  quatre  facteurs  du  premier  degré 

;_|_V/--a-Z/V/^  I      ^ 4-\/— a -hM/  — "> I  ^ 

,_x/Z7irîy=  ]  '  x—s/'^^+bV^x]  ' 

dont  le  produit  forme  la  proposée.  Si  maintenant  on 
hiultiplie  entre  eux  ceux  de  la  première  ligne  ,  puis  ceux 
de  la  seconde,  en  observant  que 

on  aura  deux  nouveaux  facteurs  du  second  degré, 

^.  _|.  {\/—a-^b\/^  +  \/-û+  b  V^jA 

—  Và^+b^    )' 

x-—{\/-a  —  b\/^'\-\/—a+bV—i]x 

^^a^-^b^ 

qui ,  d'après  le  n°  3o ,  reviennent  à 

x^  4-  x\/— 2a  +  2\/a'-4-6'  —  V^û'  +  ^*  > 

et  sont  par  conséquent  réels. 
,  On  voit  par  là  que  les  facteurs  du  second  degré  trou- 


I 
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vas  en  premier  lieu,  n'étaient  iniaginairejqnenar  l'  <F  ! 
d  une  con^binaison  particulière  de:facteurrdu'p:eLt! 

les  radicaux:  a  :'' ':;eî:re','::^re':r„  T"" 

naître,  et  qui  consiste  à  former  e„  m  """" 

...ci„esdet.,ati„nd.ou7^^^^^^^^^^ 

Pom- prendre  d'abord  l'exemple  le  plus  simple,  soit 
—y  ^  ;  Il  est  évident  que  puisqu'un  radiV^l  r.,..     ' 
peutétre  affecté  indifféremlen^ du!;/.:  +  ^  du'!":: 
— .  on  doit  regarder  :r — i/~^  , 

s:i:^"'^T"^'"^4----" 

pliant  les  deux  facteurs  or  — 1/2    x-H/^    t 
lantre,  «  égalant  le  produit  a^^zéri .ot trouv'era"  "" 
^*— ^  =  0, 

pourl'équationration^elleàlaquelleappar«entx=v/;7 

ïSSSSSi?™;:^' 


2 
il  viendrait 


ce  qm  donnerait  les  facteurs 


3 

X 


-V^^,       ^-«K'^.       x-^V/2, 


5' 


=  0. 


^ 


j32  complément 

dont  le  produit  serait 

Mais  puisque  i ,  c.  et  ^  sont  les  trois  racines  de  l'équa- 
tiony-i=^o,  qui  n'a  ni  second,  ni  troisième  terme, 
il  s'ensuit  que 

et  que  par  conséquent  le  produit  ci-dessus  se  réduit  à 

comme  on  devait  s'y  attendre. 

65.  Je  passe  maintenant  à  l'expression 

x^Va+Vb- 

Pour  obtenir  toutes  les  racines  de  Téquation  de  laquelle 

doitdépendrelaquantité  VA  ^V B,  i^  f^^*  ^^^^^i"^-^ 
dr toutes  les  manières  possibles  les  diverses  expressions 
dont  sont  susceptibles  les  racines  -biques  de  ^  et  d^^  B. 
Ou  formera  ainsi  neuf  valeurs  de  x,  dont  on  tirera 
facteurs  suivans  ,  ^ 

,_  'va-  ^1?,x-«V>3-  V-b_,.-  V-2-.VB. 
._,^3-;3^5.--/^^3-  V-B,--  Va-^Vb; 

7a  on  les  multiplie  entre  eux,  on  parv.endra  a  un 
pr^dui"  qui  ne  renfermera  que  des  fonctions  syme- 
Huë  des  quantités  .  et  ,.  Ces  fonctions  s  obtiendront 
;Thichanl  parles  formules  du  n»  t5,  les  sommes 
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1 +«'^4-/3%  i4-«^  +  /3^  des  puissances  des  racines  de 
l'équation  y^  —  i  =  o  ",  mais  ce  calcul  peut  s'effectuer 
d'une  manière  plus  simple ,  en  faisant  à  chaque  multi- 
plication partielle  les  réductions  qui  se  présentent  en 
vertu  des  équations  i-}-«  +  /3  =  o,  ««  +  /3  +  «/3  =  o, 
«/3=i,  rapportées  plus  haut,  et  en  observant  que 
«"  =  /3  et  /8*  =  «  :  l'opération  étant  finie ,  il  ne  restera 
aucun  terme  irrationnel. 

66'.  Il  est  facile  de  voir  que  le  procédé  indiqué  ci- 
dessus  n'est  autre  chose  que  l'élimination  elTectuée  par 
un  moyen  analogue  à  celui  du  n°  lo.  En  effet,  ayant 
posé  les  équations  à  deux  termes  t^  —  A:=o,  v? — B=o, 
d'où  il  résulte  x  —  t  —  u  =  o ,  si  on  substitue  dans  cette 
dernière,  au  lieu  de  u  et  de  t,  toutes  les  valeurs  que 
peuvent  avoir  ces  inconnues ,  et  qu'on  multiplie  entre 
eux  les  résultats,  ils  seront  des  fonctions  symétriques 
des  racines  des  équations  f  —  A-=o,  v?  —  5=:o,  et- 
pourront  par  conséquent  s'exprimer  d'une  manière  ra- 
tionnelle. 

En  commençant  par  éliminer  i,  ce  qui  se  fera   en 
multipliant  entre  elles  les  trois  quantités 

3    __  3     3    

X  —  U  —  \^  A ,  x  —  u  —  «.\/ A ,   X  —  Il  —  (iy  A  y 

qui   résultent   de   la   substitution  des  trois  racines  de 
l'équation  t^  —  A-=.o ,  dans  x — £— iii=o,  il  viendra 

{x—uf—   Y  A\{x—uy+  u\/A^l(x—u)^ct/3j=o, 


-c.\/Ay 

+  ^v'A 

—/iV^Â) 

+«^V/3^J 

résultat 

qui  se  réduira 

à 

(X- 

-uy  —  A:=0 

1/^4  COMPLÉMENT 

Mettant  ensuite,  au  lieu  de  u,  ses  trois  valeurs 

3  3  3 

ïl  viendra 

(x— s/n'y— j,  {^x^u\/By—A,  (x—tsi/By—j-, 

développant  ces  quantités ,  et  faisant  leur  produit  avec 
l'attention  de  réduire  toujours  les  fonctions  de  «  et  de  /3, 
d'après  les  relations  établies  dans  le  n"  précédent,  on 
retombera  encore  sur  le  même  résultat. 

Je  ne  rapporte  point  ici  le  calcul,  qui  serait  assez 
long,  et  je  n'ai  un  peu  insisté  sur  la  méthode,  que  parce 
qu'elle  a  l'avantage  de  faire  voir  à  priori  à  quel  degré 
doit  monter  l'équation  rationnelle  dont  on  a  la  racine. 

J'observerai  que  l'exemple  ci-dessus  peut  encore  être 
traité  d'une  manière  beaucoup  plus  simple ,  ainsi  qu'on 
Ir'a  fait  n°  3o  ;  car  si  on  élève  au  cube  les  deux  membres 

.•5    3  

de  l'équation  a;=  {/A-h  ^B ,  on  aura 

?    3 

transposant  dans  le  premier  membre  les  termes  AetBy 
il  viendra 

3 3    

x^  —  A  —  B  =3\/  A'B  +  Zy  AB^-j 
mais 

3  3  3  3  3  3 

y/Â^-h y/AWzzz \/ÂB  ( \/Â + \/B)  =  X i/ÂB  ; 
donc 

3  

x^  —  A  —  B  =  Zx\/AB  ; 
cubant  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  aura 

(^x'^^A  —  By  =  ^jABx'', 
résultat  rationnel  facile  à  développer. 


DES    ÉLÉMENS    d'aLGÈBRE.  i35 

6j.  On  peut,  par  ce  qui  précède,  trouver  le  facteur 
par  lequel  une  fonction  irrationnelle  proposée  étant 
multipliée,  il  en  résulte  un  produit  délivré  de  radicaux. 
En  effet,  si  on  forme  toutes  les  racines  de  l'équatiori 
d'où  dépend  l'expression  irrationnelle  proposée ,  leur 
produit,  abstraction  faite  de  son  signe,  étant  égal  au 
dernier  terme  de  cette  équation  ,  sera  rationnel ,  et  par 
conséquent  le  produit  de  toutes  celles  qui  sont  diiFé- 
rentes  de  la  proposée,  donnera  le  facteur  demandé. 

3    3  

Ayant,  par  exemple,  x  =  \/A-\-\/B,  si  on  fait  le 
produit  des  huit  autres  valeurs  de  or ,  ce  produit  sera  tel , 

3  3 

qu'étant  multiplié  par  l"^  -{-\/B ,  il  en  résultera  une 
quantité  rationnelle  égale  au  dernier  terme  de  l'équation 
finale  en  x ,  pris  avec  ^n  signe  contraire. 

68.  Euler  ayant  remarqué  que  dans  les  équations  du 
deuxième  et  du  troisième  degré,  sans  second  terme ,  les 

3   _  3    3  

racines  étaient  de  la  forme  x:=:yA,  x  ■=.  y  A  +  y  B, 
conjectura  que  celles  des  équations  du  quatrième  et  du 
cinquième  degré  pourraient  être  représentées  par 

x=\/A-ir\^'B+\/c,  x=\/j-{-V'B-^\/C-\-y'7j, 

et  qu'en  général  la  racine  de  l'équation  du  degré  n  serait 
de  la  forme 

n  »  B  ■  >• 

x=\/Â-{-i^B  -{-{/C  -{-\/D-{-\/Ê  -f 

le  nombre  des  radicaux  étant  n —  i. 

Après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  dans  chaque  degré 
le-;  radicaux  de  ce  degré ,  il  pensa  que  les  quantités 
Ai  By  C,  D ,  etc.  ne  pouvaient  renfermer  que  da» 
radicaux  d'un  degré  inférieur,  et  ne  dépendraient  par 
conséquent  que  d'équations  d'un  degré  inférieur  à  la 
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jjroposée  :  mais  une  observation  plus  attentive  de  la 
forme  des  racines  des  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré,  et  la  difficulté  qu'il  éprouva  à  former 
l'équation  dû  cinquième ,  d'après  la  racine  qu'il  lui  sup- 
posait, le  déterminèrent  à  modifier  la  forme  de  cette 
racine.  Il  prit  la  loi  suivante  : 

2^  degré  x  =  ^\/ij, 

3  3 

3^  x=J\/û~\-B]/l?, 

%  ■  A  _  4.    4 

4«  x=J{/u-{-B\/u^'i-C\/u', 

5_  5_  5_  5_ 

et  en  général 

les  quantités  ^4 ,  B ,  C ,  D. .  .  M  et  u,  étant  indéter- 
minées. 

Les  formules  ci-dessus  contiennent  implicitement 
toutes  les  racines  de  l'équation  dont  elles  dépendent. 
Pour  le  troisième  degré  ,  par  exemple,  la  racine  cubique 
de  u  ayant  trois  expressions ,  savoir , 

■5    _  3   _  .->    _ 

son  quarré  en  aura  pareillenient  trois,  qui  seront 

3   3  3  

et  en  combinant  chacune  de  ces  valeurs  avec  sa  corres- 
pondante ,  on  formera  les  trois  racines 

rn  3   3_  3     3_  

X--J  ^^ii-\-B\/u\  xz=zAx\/u-\-Bci'  \/ii%  x=J^  {/u-^Bfi-y/u''. 
ilien  n'est  plus  facile  maintenant   (8  et  i5)    que  de 
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remonter  à  l'équation  d'où  dérivent  les  racines  ci-dessus , 
et  on  trouvera 

oc^  —  5ABux  —  A^u  —  Bhi'^  =  o. 

En  comparant  cette  résultante  avec 

x^  -\-  px  -j-  q  =  o , 
il  vient 

p  =  —  ZABu  y       q-=i  —  A'u  —  B^u^. 

Comme  il  y  a  dans  ces  deux  équations  trois  indéter- 
minées, A,  B  et  u,  on  peut  s'en  donner  une  à  volonté. 

Euler  a  fait^=:i,  ce  qui  donne  5  =  — —,  Substi- 
tuant  dans  l'expression  de  qr ,  on  obtient 

q=z  —  u4-  -^— , 

^  2.JU 

et  par  conséquent 

u^-f-  qu=:  -'— , 
^  1-J 


d'où  u  —  —  \q±.  V/^  p3  +  i  q\ 

De  q-=.  —  A^u  —  B^u^,  on  tire 

donc  enfin 

3    _  ^ 

B  \/u^=  V-  i  q^^TYP'  +  i  *?'• 
Ces  expressions  donnent  pour  x  la  valeur  du  n°  1 9. 
Au  lieu  de  former  l'équation 

x^'  —  ZABux  —  A'^^u  —  B'^u"  =  o 

à  priori,  comme  je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  Euler,  qui 
connaissait  d'avance  le  résultat  auquel  il  devait  parve- 
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nir,  se  sert  d'un  moyen  qui  peut  être  commode  dan» 
beaucoup  d'occasions  ,  pour  reconnaître  si  une  expres- 
sion proposée  est  la  racine  d'une  équation  donnée.  Il 
substitue  dans  l'équation  jc^  -{•  px -\- q  :=  o ,  au  lieu  de 
X  et  de  x"^,  les  valeurs 

3  3  3  3 

ce  qui  donne 

yfu  -f  3J^Bu Vu  +  ZAB^u l/i?  +  BH^  1 
4-       pA\/u-\-        pB\/u^-}-q        J 

3    _  3 

Pour  que  la  valeur  A\/u-{-Byu'^  convienne  à  tou» 
les  cas  de  l'équation  o;^  -f-  px  +  ^  =:  o,   il  faut  que 

3 

l'équation  ci-dessus  puisse  avoir  lieu,  quand  mêmeyu 

3    

et  V  ^'^  seraient  des  quantités  irrationnelles  différentes. 
Il  suit  de  laque  les  termes  rationnels  doivent  se  détruire 
à  part,  ainsi  que  les  termes  irrationnels  :  on  doit  donc 
avoir  séparément 

^'u+53ji»+(7=o,  oA^Bu'^pA=o,  ZAB^u+pB=o; 

les  deux  dernières  équations  ne  sont  autres  que.... 
ZABu-\-p  =  o ,  multipliée  d'abord  par  A  et  ensuite 
par  B.  Ce  procédé  conduit,  comme  on  voit,  au  même 
résultat  que  le  précédent. 

6q.  Je  ne  suivrai  point  Euler  dans  les  détails  de 
l'application  de  sa  méthode  au  quatrième  et  au  cin- 
quième degré  ;  je  me  bornerai  à  donner  l'expression 
des  racines,  et  pour  cela,  je  ferai  d'abord  observer 
que  celles  de  l'équation ^'^—i  =  o  sont 
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4   _ 

En  multipliant  par  ces  valeurs  la  quantité  V^u ,  on  aura 
les  quatre  expressions  dont  elle  est  susceptible  ;  formant 
ensuite  leur  quarré  et  leur  cube  ,  on  trouvera  les  diverses 

4.  4    

expressions  deV^u"  et  de\/u^;  et  combinant  ensemble 
ies  résultats  fournis  par  une  même  valeur  dey ,  on  aura 

4.    _  4  4  

4    _  4    4  

x  =  -—j4yu~\-B\/u^—C\/u', 

4   _  4  4    

x=      AV—\.\/u—B\/u^—CV—\,\^u?y 

4    _  4     4.   

x  =  —  A\/-^i  .\/u  —  B\/u'-\-C\/—i  .\/u\ 

L'équation  dont  on  vient  de  former  les  racines  étant 
obtenue ,  on  la  comparera  à  x*  -f-  px^  -\-  qx  -{-  r  ■=  o  \ 
cX  comme  on  n'aura  encore  que  trois  équations,  on 
pourra  prendre  arbitrairement  l'une  des  quatre  indéter- 
minées A ,  B ,  C ,  u.  Euler  fait  ici  B=  i,  et  parvient, 
par  ce  moyen,  à  ime  équation  du  troisième  degré  en  u; 
mais  s'il  eût  fait  u=  i ,  et  qu'il  eût  voulu  déterminer  B , 
il  serait  tombé  sur  une  du  sixième  ;  et  sur  une  du  vingt- 
quatrième  ,  s'il  avait  cherché  A  ou  C. 

En  désignant  par  <«,  /3,  y  et  J*  les    quatre  racines  de 
l'équation ^^ —  i  =o,  autres  que  l'unité,  les  cinq  ex- 

5_ 

pressions  de  V^  u  seront 

5/-  5  5  _  5  5  _ 

yu,     ctyu,     ^y'u,      y  Vu,     «^v/u; 

et  en  formant  leurs  puissances,  on  trouvera  que  les  ra- 
cines de  l'équation  du  cinquième  degré  sont 

5_  5_  5_  5__ 

x  =  A  y^u-^     B\/u'-\-     Cy^u'-\-    Eyu\ 

5_  5  5_  5   

x  ^  A*\/ U -\-  Bu^ /«'  -f  <^«^  V^^^  +  ^«^  V^\ 
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5  _  5_  5  5    _ 

X=J/i\/u-\-B/2^  \/u^  +  C/S^  K  ii^,4-  W  V^  "S 

5  _  5  _  5        '  5   

a:  =  ^y  \/u  +  5y  V^i'  +  <^y' K  ^^^  +  Dy^\/u^, 

Pour  former  l'équation  à  laquelle  appartiennent  ces 
racines ,  Euler  emploie  le  procédé  du  n°  g  ;  mais  quoique 
bien  simplifié  par  ce  moyen ,  le  calcul  est  trop  long  pour 
trouver  place  ici.  (  Yoy.  les  Novi  Comment.  Acad.Pe- 
trop.,  tom.  IX j  pag.  88.) 

70.  On  peut  aussi  se  servir  du  procédé  indiqué  dans 
le  n°  66 ,  pour  former  l'équation  dont  la  racine  est 

n  n  n  n  n    

on  fera\/ur=y,  et  on  aura  à  éliminer^  entre  les  deux 
équations 

y'^ UZ=0, 

x  —  Ay-^-By-"^  Cy^  4.  Dy . . .  4. 3fy"-. 

L'équation  finale  ne  montera  qu'au  degré  n  (10),  et 
n'aura  point  de  second  terme  •  en  la  comparant  terme 
à  terme  avec  la  formule  générale 

o^"  +  Px"-^ -h  Qa:"-^ -ft/  =  o, 

on  obtiendra  un  nombre  n — -i  d'équations;  et  comme 
il  y  entrera  n  indéterminées,  A,  B,  C,  etc.  u,  on 
pourra  se  donner  une  de  ces  indéterminées  à  volonté.  Si 
on  fait,  par  exemple,  ur=i  ,  on  tombe  sur  les  deux 
équations  auxiliaires 

y''-'i=o, 
ce  =  Ay -{- By^ -^  Cy^ -^  Dy^ -+-  %"-', 

employées  par  Bezout  dans  la  méthode  qu'il  a  proposée 
pour  résoudre  les  équations  (^Mem.  de  C  Acad,  de  Paris  ^ 
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année  1766  ,  p.  533) ,  et  qui  revient,  ainsi  qu'on  le  voit, 
à  celle  d'Euler. 

Pour  former,  par  l'une  ou  par  l'autre  des  méthodei 
exposées  ci-dessus,  l'équation  dont  on  a  la  racine,  oa 
ne  rencontre  d'autre  difficulté  que  la  longueur  des  cal- 
culs ;  mais  lorsqu'on  cherche  à  déterminer  les  quantités 
A,  B ,  C,  .  .  .Uy  par  la  comparaison  du  résultat  avec 
l'équation  générale  du  degré  n,  on  tombe  dans  des 
calculs  presqu'impraticables  qui  conduiraient  à  une  équa- 
tion finale ,  ou  une  réduite ,  dont  le  degré  surpasse  de 
beaucoup  celui  de  la  première. 

71.  Il  est  visible  que  lorsqu'on  prend  une  expression 
radicale  qui  ne  contient  pas  autant  d'indéterminées  que 
l'équation  générale  du  degré  auquel  elle  se  rapporte 
renferme  de  coefficiens ,  l'évanouissement  des  radicaux 
ne  conduit  qu'à  une  équation  particulière;  je  vais  en 
donner  un  exemple. 

Si  l'on  suppose  seulement 

a:=\/Â-h}/B, 

les  puissances  de  cette  expression  pourront  être  mi»ei 
sous  la  form^ 

(  [/Â+  v^By=  \/^'H-  \/^+2  \/ÂB, 
(  y/Â-{-  )/By=  î^^'-\-  v/^+3  l/ÂBi  /T-h  l/Fy     '    ■ 
(  \/A+  )/by=  \/Z^+  \/5ï4-4  "VÂBi  V'Â^+  i/F3^.G  /2^', 
(  \/Â-{'  \/By=  \/lr'+  )/W=-i-b  v/^(  \/Â'-^  \/W) 

n  n  H 

-\-ic{/1Fb%\/Â-{-{/B), 
etc.  ; 
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et  si  de  ces  équations  on  tire  successivement  les  valeurs 

de  v/2^+  y'W,  v/:?^-f-  \/W,  etc.  au  moyen  des  puis- 
sances de   \/Â-^}/b    et    de\/ÂB,  il  viendra,   en 
mettant  x  au  lieu  àe^ A-\-\/b ,  et  b  au  lieu  de  AB , 
V-d  -i-{/B  =x, 

V'A'-^[/B^=X^  —  !2\/b, 

n   n  „ 

V^'A'  +  V^5^  =0:2  —  5x\/b, 

V^A^-i.\/B*z=xi—4x^Ç/b  -f.  2V/é^, 

V/:F^  -f  i/^  =  a;5  _  5^3  ^/^_^  5^  ^^^ 

Une  induction  semblable  à  celle  qu'on  a  indiquée  dans 
le  n"  56  fera  voir  que 

n  s 

^  1.2  ''^ 

7n(77i--4)(7n  — 5)  "._ 

rxl ^  ^""^  ^^^  +  etc. 

Posant   maintenant  m=n  et  A-^B—a,  on  a«ra,  à 

cause  de^/Â^  +  ^T^^A  +  B,    l'équation 

^  1.2  '       '^  ,.2,3  *^ 

■^  ^ 7X3:4-^ ^x«-B^/M-  etc.  =a, 

dont  une   racine  est 

xz=^\/Â  +  \/b. 
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En  la  comparant  avec  les  équations  générales  des  3*, 
4%  5*,  etc.  degrés  ,  on  reconnaîtra  quelles  sont  les  équa- 
tions de  ces  divers  degrés  ayant  une  racine  de  la  forme 

1°.  Quand  71=3,  on  a 

3  _ 
x"^ -j- px -^  q  ^=  o ,      x^ — 5xy^b  —  a  =  o; 
3  _ 
il  vient        p  =  —  3  {/b  ,  q  =  —  a  , 

d'où  b  =  —  sV  P'  i 

«t  comme  on  a  fait 

'^-hB  =  a,  AB=b 

A  et  B  seront  les  racines  de  l'équation 

^^  +  q^-^p'  =  o, 

ce  qui  rentre  dans  les  solutions   du  troisième  degré  j 
données  n°*  19  et  68. 
a°.  Quand  n  =  4'  0°  ^ 

x^  -f-  P-3^*  +  <7'3î  +  r  =  o  , 

i.  _  4  

j^  —  4x^\/b-}'2  \/b^  —  a  =  o. 

Là,  comparais  on  de  ces  deux  formules  donne 

p  =  —  4V^^>     ^  =  Oi      r==:2yb'^  —  a. 

L'équation  qf:=o  est  la  condition  qui  restreint  l'équa- 
tion proposée  ;  et  lorsqu'elle  a  lieu,  on  trouve 

^-(.^P^-T)J-^^pi=o; 

l'équation  du  quatrième  degré  qu'on  résout  par  ces  for- 
taules,  ert 

x^  -}-  px*  4"  ^  =  o- 
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3°.  Quand  n=b,  on  a 

x^  +  P^^  +  ^■^^  -^  rx  -i-  s  =  Or 
x^ — bx^\/b-\-^x\/b-'  —  a  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

p=i—5\/b,     q  =  o,      r  =  h\/b\     s=  —  a. 
On  retrouve  dans  ce  degré  la  condition  q=o,  déjà 
exigée  pour  le  précédent  ;  et  les  équations 

s   _  5,__ 

p^—5\/b,      r  =  5v/6^ 
donnent  de  plus,  par  l'élimination  de  6,  cette  relation 
entre  p  et  r  :  p^  =  5r. 

Lorsqu'elle  a  lieu ,  il  en  résulte 

b=^^^p\  et  — —s, 

et  l'équation  résolue  est 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cet  examen  ;  mais  je 
ferai  remarquer,  i°.  que  les  quantités  A  et  B  étant 
données  par  une  équation  de  la  forme 

A"-  —  aA  -h  b  =:o  , 

la  racine  de  l'équation  proposée  sera 


X 


=  \/ici-\-\/\a^—b+  Via—  \/ia^—b  , 


résultat  auquel  on  peut  appliquer  les  réflexions  du  n°  2y , 
et  qui  fait  voir  par  conséquent  que  le  cas  irréductible  a 
lieu  dans  les  équations  des  degrés  supérieurs  au  troisième. 
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2".  Que  l'expression  y^ A  -{-[/ B  donne   en  même 
temps  toutes  les  racines  de  l'équation  correspondante 
lorsque  l'on  combine  deux  à  deux  les  n  valeurs  dont 

»  n 

est  susceptible  chacune  des  quantités  \/^  et  [/B,  de 

1» 
manière  que  leur  produit  se  réduise  à  y^AB  ;  c'est-à-dire 

que  si  l'on  prend  «\/^  et  /3\/i>,  on  ait  «/3=i.  Avec 
cette  attention,  on  trouve  (i5)  que  les  n  valeurs  de  m 
sont 

X  =u  x^'Â  4-  ««-'  \/b, 
X  =«V^  +«"-VJ, 


X  =  «"-'  \/A  4-  «  \/b  (*). 

De    quelques    transformations    qui   conduisent    à   la 
résolution  des  équations  des  quatre  premiers  degrés. 

72.  Le  nombre  des  moyens  que  les  algébristes  ont 
tentés  pour  résoudre  les  équations  littérales,  est  trop 
grand  pour  entreprendre  de  les  faire  tous  connaître;  il 
en  est  cependant  encore  deux  que  je  vais  exposer , 
parce  qu'ils  sont  remarquables ,  soit  par  la  source  dont 

{*)  Lorsque  les  équations  particulières  que  je  considère  ici  tombent 
clans  le  cas  irréductible,  elles  ont  toutes  leurs  racines  réelles  et  se 
rapportent  à  la  division  d'un  arc  de  cercle  en  n  parties  égales ,  ce 
qui  forme  un  moyen  très-simple  de  les  calculer  avec  le  secours 
des  tables  trigonomttriques.  Voyez  mon  Traité  du  Calcul  diffi- 
renliel  et  du  Calcul  intégral,  t.  I,   latroducticn. 

Compl.  des  Élém,  d'J/^,  10 
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ils  dérivent ,  soit  par  leur  simplicité  :  le  premier  est  la 

méthode  de  Tschirnaiis. 

Cette  méthode  semble  promettre  la  résolution  des 
équations  d'un  degré  quelconque ,  et  elle  offre  le  moyen 
le  plus  naturel  qu'on  puisse  désirer  pour  résoudre  les 
équations  du  deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième 
degrés;  mais  malgré  son  succès  dans  ces  degrés,  elle  est 
inférieure  à  toutes  les  autres  méthodes  connues,  par  la 
longueur  des  calculs  qu'elle  entraîne  :  cependant,  j'en 
vais  tracer  une  esquisse ,  en  faveur  de  ceux  qui  veulent 
connaître  toutes  les  richesses  de  l'Analyse. 

En  faisant^  disparaître  ,  par  la  supposition  de 

y:r=,r-}-a,  le  second  terme  de  l'équation ^^-{■^J'+Ç=o, 
on  la  réduit  à  la  forme  x'''+5  =  o,  laquelle  se  résout 
sur-le-champ  par  l'extraction  de  la  racine  quarrée ,  et 
donne  a:=rbv/ — B,  En  effet,  en  substituant  x+a  à 
la  place  de  y  dans  l'équation  proposée,  elle  devient 

■\-   Px-\-  aP   [  ~o; 
+     Q) 
et  si  on  égale  à  zéro  la  quantité  2a-^P ,  coefficient  de 
X,  elle  se  réduit  à  ' 

ce  qui  donne 

B  =  a^  +  aP  -{-  Q; 
mais  de  2a  -f-  P  =  o  il  résulte 

a  =  -iP,  B=z-:lP--^Q, 

et  par  conséquent 

X  =  ±^iP^-Q, 
et  y=:a-h;c  =  -iP±:\/i^^-<L^. 
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73.  De  même ,  si  l'on  pouvait  faire  disparaître  le 
3*  et  le  3*  termes  de  l'équation 

la  transformée,  réduite  à  son  premier  et  à  son  dernier 
termes,  se  résoudrait  par  la  seule  extraction  de  la  racine 
cubique. 

La  substitution  àc  x-{-a  à  la  place  de  y ,  dans  une 
équation  en  j',  n'est  propre  qu'à  faire  disparaître  un  seul 
terme,  puisqu'elle  n'introduit  qu'une  seule  quantité  in- 
déterminée a  (*);  mais  si,  au  lieu  de  l'équation  hypo- 
thétique y=x-{-a,  on  prend  ^'^  =  x -f- a -|- 6y ,  on 
peut  faire  disparaître  deux  term^  de  l'équation  en  x , 
en  déterminant  convenablement  les  quantités  a  et  6 , 
sur  lesquelles  il  n'y  a  rien  de  statué  par  l'énoncé  de  la 
question. 

Dans  ce  cas ,  Téquation  en  x  n'est  pas  aussi  aisée  à 
former  que  lorsqu'on  change  seulement  y  en  x-f-a; 
mais  cependant  elle  est  encore  du  même  degré  que  la 
proposée  ,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  le  procédé 
d'élimination  indiqué  dans  le  n°  10;  car  si  on  désigne 
par  *,  ^  et  y,  les  trois  racines  de  l'équation 

y'-\-Py^+Qyi-R=--o, 

d'après  ce  procédé ,  l'équation  finale  en  x  résultera  dvi 
produit  des  trois  quantités 

«*  —  bic  —  (a-f-jc), 
fi'  —  bfi  —  ia  +  x), 
y'  —  by  —  {a-j-x], 

{*)  Ceux  qui  n'ont  pas  encore  l'habitude  de  l'Analyse  croiraient 
peut-être  gagner  quelque  chose,  en  supposant  y  n=x-f-a-f-è  j  mai» 
s'ils  font  le  calcul,  ils  se  convaincront  bientôt  que  la  quantité  a-f-b 
se  comporte  comme  si  elle  était  monôme,  et  qu'ils  ne  peuvent  point 
déterminer  separémcut  a  et  6  ,  ni  par  conséquent  faire  e'vaQouir 
jdus  d'uu  terme. 

10.. 
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qui  nécessairement  ne  passera  pas  le  troisième  degré  ;  et 

après  qu'on  aura  chassé  les  lettres  u ,  /i  et  y,  comme  il 

convient ,  on  aura  un  résultat  que  l'on  peut  représenter 

par 

posant  alors 

il  restera  seulement 

x'-j-  C  =  o, 
Si  on  effectue  le  produit  indiqué  plus  haut ,  et  qu'on 
exprime  parles  coefTiciens  P,  Ç  et  R,  de  l'équation 
proposée,  les  fonctions  symétriques  de  «,  /3  et  y,  que 
ce  produit  renferme ,  on  trouvera  sans  peine  la  composi- 
tion des  coefficiens  J,B,  C,  de  l'équation  en  x;  mais 
ces  résultats ,  que  le  lecteur  fera  bien  de  chercher  pour 
g'exercer  au  calcul ,  sont  trop  compliqués  pour  trouver 
place  ici  :  on  en  obtiendra  de  plus  simples  en  supposant 
qu'on  ait  déjà  fait  disparaître  le  second  terme  de  l'équa- 
tion proposée.  On  n'aura  plus  qu'à  éliminer  j  entre  les 
deux  équations 

y+Qy4./î  =  o,        y^zzzx-^a-i-by, 
ce  qu'on  fera  ainsi  qu'il  suit,  en  posant,  pour  abréger, 

a;  +  a  =  7n  (*)•  ,     ,.r  -, 

L'équation  j'=?n4-&y  étant  multipliée  par^y,  donne 

y  =  my  -j-  by^     ou    y =77iy  +  6m  -|-  by , 

en  mettant  pourjy'*  sa  valeur.  Substituant  ensuite  dans 

la  proposée ,  il  viendra 

my  +  bm'{-by+Qy-{-R  =  o; 

(^  )  On  laisse  toniouis  les  deux  cjuanliu-s  indéterminées  a  et  l , 
mal-rc  la  disparition  du  second  terme  de  la  proposée,  parce  que 
réquaiion  en  x  rf  ea  a  pas  moins  un  second  terme  c^u^l  faut  cucor* 
Éaite  cvaqouir. 
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■,,    ,  hm-{-R 

û  ou  V  =  —  r- • 

et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation 

y^  =  m-{-by, 
on  obtiendra,  après  les  réductions, 

+  Qb'   \     -^RQb     \  =0. 

Remplaçant  les  diverses  puissances  de  m  par  celles  de 
jo  -{-a,  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puissances 
de  r  et  de  a,  comparant  avec  x^-{-Ax''-i-Bx+C=o , 
il  viendra 

B=3a'^4Ça  -{-Qb'—'iSRb  +Q\ 

C—  a'-\.Q  Qa''-{-Q^a-i-  Qb^a—'5Rba—RP—R  Qb—R\ 

Si  on  fait  A  =  o,  et  B=o,  ce  qui  produit  les  équa- 
tions 

oa-^QÇ=zo (1), 

3a»-f  4Ça+Ç/,^_3/îZ>  +  Ç^  =  o...(2), 
l'équation 

xi^ -i- Ax' -^  Bx -{- C  ~  o 
se  réduit  à 

ar^  4.  C  =:  o , 

d'où  x  =  —  \/C. 

La  quantité  C  sera  connue  lorsqu'on  aura  déterminé  a  et 
è,  ce  qui  est  facile ,  puisque ,  d'après  l'équation  (i),  on  a 

valeur  qui,  mise  dans  l'équation  (2),  la  change  eil 
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équation  du  second  degré,  dont  la  solution  donnerais 
valeur  de  b.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer  l'ex- 
pression de  Cj  ni  à  tirer  les  diverses  conséquences 
qui  résultent  de  cette  théorie  ;  mais  on  suppléera  faci- 
lement aux  détails  que  j'omets. 

Lorsqu'on  a  déterminé  a,  Z>  et  a:,  il  ne  faut  pas  prendre 
indistinctement  pour  j'  l'une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  j'^  =  a: -f- a -f-èy;  mais  on  doit,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  n°  192  des  Élémens ,  chercher  le  diviseur 
commun  qui  existe  aloi's  entre  cette  équation  et  la  pro- 
posée, ou,  ce  qui  revient  au  même,  substituer  les  va- 
leurs de  a,  de  Z>  et  de  a:  dans  l'expression 

__  hm  +  R      __  h{x-^a)\R 

qui  a  servi  à  l'élimination  dey. 

'j^.  En  passant  au  quatrième  degré,  le  même  procédé 
s'applique  de  deux  manières  différentes  ;  savoir,  en 
•changeant  l'équation 

en  une  autre  où  les  termes  affectés  de  la  troisième  et  de 
la  première  puissance  de  l'inconnue  aient  disparu ,  et 
qui  par  là  soit  résoluble  à  la  manière  de  celles  du 
second  degré  (^Elém,  16*0)  ;  ou  bien,  comme  pour  les 
degrés  précédens ,  en  transformant  l'équation  proposée 
de  manière  que  la  résultante  puisse  être  réduite  à  son 
premier  et  à  son  dernier  termes. 

Dans  le  premier  cas ,  on  n'a  que  deux  termes  à  faire 
disparaître  ;  il  suffit  doue  de  combiner  l'équation 

y^  +  Py^  +  Qy^  +  Ry  -\-  S:=o 

avec  l'équation 

y^^x  +  a  +  by. 
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En  effectuant  les  calculs  nécessaires  pour  obtenir  l'é- 
quation 

x^ -{- Jx^ -\- Bx' -i- Cx -\- D  =  o , 

et  posant  ensuite 

A  =  o  ,         C=  o  , 
on  a 

x^  +  Bx^-^D  =  o. 

L'équation  Az=.o  serait  encore  du  premier  degré,  par 
rapport  aux  indéterminées  a  et  è;  mais  l'équation  C^=o 
monterait  au  troisième  :  ainsi  la  résolution  de  l'équa- 
tion proposée  se  trouverait  ramenée  à  celle  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  et  d'une  autre  du  second. 
Connaissante,  b  etx ,  on  trouverait  V,  comme  dans  le 
numéro  précédent. 

Pour  changer  l'équation 

en  une  autre  qui  n'ait  que  deux  termes ,  il  faut  en  faire 
évanouir  trois  ,  et  l'analogie  conduit  à  poser  l'équation 

y  r=  a:  +  a  4- èj' 4- çy% 

renfermant  trois  indéterminées  a ,  6  et  c.  Le  résultat 
de  l'élimination  de^  entre  cette  équation  et  la  proposée 
étant  toujours  désigné  par 

oc*'  +  Ax"'  -{-  Bx""  -\-  Cx  +  D  =  o , 

on  fera  • 

A-=Oy       B  =  o,       C=o, 

ce  qui  donnera 

xt  +  Z>  =  o  ; 

mais  les  indéterminées  a ,  6  et  c  se  trouvant  au  premier 
degré  dans  A ,  au  deuxième  dans  B ,  au  troisième  dans 
C,  l'équation  d'où  dépend  la  valeur  de  l'une  d'elles 
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montera  ati  sixième  degré ,  et  sera  donc  en  général  plus 
difficile  à  résoudre  que  la  proposée  elle-même  :  cepen- 
dant Lagrange  a  prouvé  qu'elle  pourrait  encore  se  ra- 
mener à  une  autre  du  troisième  degré. 

75.  Quand  la  proposée  sera  du  cinquième  degré,  il 
faudra  nécessairement  la  changer  en  une  autre  qui  n'ait 
que  deux  termes ,  et  pour  cela  en  faire  disparaître 
quatre  dans  la  transformée  ;  mais  la  recherche  des  in- 
déterminées conduira  alors  à  une  équation  finale  d'un 
degré  beaucoup  plus  élevé  que  la  proposée,  et  la  mé- 
thode de  Tschirnaiis ,  de  même  que  toutes  les  autres 
méthodes  connues  ,  échoue  au-delà  du  quatrième  degré. 

Tout  ce  qu'on  en  peut  conclure,  c'est  la  manière  de 
faire  disparaître  autant  de  termes  qu'on  voudra  d'une 
tquation  quelconque  j  car  il  est  facile  de  généraliser 
cette  marche,  et  de  reconnaître  qu'en  prenant  l'équa- 
tion subsidiaire 

^"'  =  or  -}-  a  +  &y  -}-  cy^ . . . .  -f"  <7>''""~'* 
on  changera  l'équation  générale 

yn  ^  pyn-i  J^  QyU^ J^  Vy  -{-   T  ~  O 

en  une  autre 

or"  -}-  y^x"-'  +  5a"-* +L  —  0, 

dans  laquelle  on  pourra  faire  disparaître  un  nombre  de 
termes  égal  à  m,  au  moyen  des  m  quantités  indétermi- 
nées a,  b,  c,. . . .q. 

7G.  Le  second  moyen,  par  lequel  je  terminerai  ce 
que  j'ai  à  dire  sur  les  équations,  dérive  de  celui  qu'on 
attribue  à  Cardan,  ou  du  moins  qu'on  employa  d'abord 
pour  retrouver  l'expi-ession  qu'il  avait  donnée  de  la  pre- 
mière racine  de  Téquation  du  trqisième  degré  sans  second. 
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terme,  moven  que  Lagrange  a  étendu  aux  équations  du 
quatrième  degré  (*). 

Si  l'on  fait  Jcz=y  -{-  z ,  i\  viendra 

résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

x^  —  ovz( j  +  z  )  —  (y  + -^  )  =  o . 
et  qui  se  change  en 

x^  —  Zyzx  —  (y  -f-  s^  )  =  o  , 

quand  on  y  remplace  ^ -f- z  par  sa  valeur  x;  compa* 
raiit  alors  cette  équation  avec 

x'^  -{-  px  -{-  q  ==■  o , 
on  en  conclut 

p  =  —5yz,  q=^y'  —  z\ 

La  première  de  celles-ci  donnant 

vs  =  —  ^     et     y  i  = , 

on  a 

f-^z'  =  —  q,    y"^''  =  —  ~-y 

et  il  suit  de  la  tliéorie  de  la  composition  des  équations, 

quey^  et  z^  seront  les  racines  d'une  équation  du  second 

degré ,  ayant  q  pour  coefficient  de  son  second  terme  . 

n^^  1 

et  —  —  pour  son  dernier.  Si  t^ -4-  qt p^=o  re- 

27  ^  '    ^         27  '^ 

présente  cette  équation,  et  que  A  et  B  soient  les  valeurs 

(*)  VoY.  \cs  Séances  de  l'École  Normale  (t.  III,  p-  3oG  , 
ire  édit.  ) ,  et  le  Journal  de  fÉcole  Polytechnique  (  7e  et  8^  ca- 
hiers, p.  237}.  Les  calculs  de  ces  transformations  ont  ete'  depuis 
un  peu  simplifias  dans  renseignement  delà  dernière  école,  et  forment 
le  procède  le  plus  simple  et  le  plus  court  pour  arriver  à  la  scluliou 
dts  équations  du  troisième  et  du  cjuatiième  degrés. 
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3    _  3     

èct,  on  a»*a^  =\/y^  et  z={/B.  Les  diverses  ex- 
pressions de  ces  racines  satisferaient  dans  un  ordre  quel- 
conque aux  équations 

y_{_23__^     et     yV  =  ^^; 

mais  la  dernière  de  ces  équations  est  plus  générale  que 
vz  r=  —  ^ ,  d'où  elle  a  été  tirée  :  c'est  donc  dans  celle- 
ci  qu'il  faut  substituer  les  valeurs  de  y  pour  obtenir 
celles  de  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  com- 
biner chacune  des  expressions 

avec  les  suivantes , 

^B,     u\/b,     u'\/B, 


de  manière  que  le  produit  se  réduise  à.\/ AB ,  ce  qui  ne 
fournit  que  ces  trois  résultats  : 

U}/Â+u'VBy 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  mettant  pour  «  et  «'  le» 
valeurs  données  dans  le  n°  1 69  des  Elemens,  et  p  ourlet  B 
celles  qui  résultent  de  l'équation  f^-^qt — ~p^=o,  on 
retombera  sur  les  expressions  obtenues  dans  le  n°  19. 

Je  ferai  remarquer,  à  cette  occasion,  que  lorsqu'on 
élève  une  équation  à  une  puissance,  ou  qu'on  la  multi- 
plie par  un  facteur  où  se  trouve  l'inconnue,  on  introduit 
de  nouvelles  racines  étrangères  à  la  question  proposée. 
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77.  On  a  résolu  l'équation  du  troisième  degré 

x^-^px-\-qz=o ,  en  supposant  x=:y-\-z;  on  résout 
Celle  du  quatrième  degré  x*^-px^-^qv-\-r=o  d'une 
manière  analogue ,  en  faisant  x= iz  -{-y  -f-  ^  J  car  il  faut 
ici  trois  indéterminées,  à  cause  que  l'équation  à  ré- 
soudre a  un  terme  de  plus. 

De  la  supposition  de  ar=u-f-y4-i,  il  résulte 

x*=(u  +  J'4-2i  y=  u^  -hy'^-h^'^  -\~  2ziy-f-  2U2  -f-  2yz , 
ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

x^  —  iu^+y--{-z')  =  2(^uy^uz-\-yz); 
élevant  encore  une  fois  au  quarré  ,  il  viendra 

développant  ici  le  second  membre  seul ,  on  trouvera 
/i(^uy+uz-\-yzy=4{uy^+u^z''-hy'z')  +  Siu\z-^uy*z.-^^y^% 

et  remplaçant  u-\-y-\-z  par  sa  valeur  x,  on  aura  l'é- 
quation 

■i-iu^-\-y'+zr--4(iuy+u-z'-j-y-z^)z=o, 

dont  la  comparaiiîOn  avec  la  proposée  donnera  les  équa- 
tions 

r  =  (u^-f ^=-f  s^)  ^_  4(^uy-\-  u'z^-\'yW) . 
Si  l'on  met  dans  la  dernière,  au  lieu  de  u'-\-y'^-\-z'-; 
ta.  valeur  —  -  tirée  de  la  première ,  on  aura 

d'où  l'on  conclura;  en  prenant  le  quarré  de  i/jzdansk' 
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deuxième,  les  trois  nouvelles  équations 


u-yz 


-64' 


dont  la  première  donne  la  somme  des  quarrés  des  incon- 
nues u,y,  z,  la  seconde  celle  des  produits  de  ces  quarrés 
combinés  deux  à  deux,  et  la  dernière  le  produit  de  tous 
trois.  En  se  rappelant  la  composition  des  équations 
(^Èlém.  i83),  on  voit  bientôt  que  si  on  regarde  les 
quantités  u^,y^  et  z^  comme  les  trois  valeurs  d'une  xriême 
inconnue  t,  cette  inconime  dépendra  de  réquation 

Désignant  par  /,  m  et  n,  les  trois  racines  de  cette  équa- 
tion, on  aura 

d'où 

u  =  ±^l,  y  =  ±\/m,  z  —  ±:\/n, 

et  par  conséquent 

x~±.\/l±\/m±\/7i. 

Cette  formule,  dans  laquelle  on  peut  combiner  comme 
on  voudra  les  signes ,  équivaut  par  là  aux  suivantes  : 


a:  =  +  \/7+\/m  +  \/n, 
x  =  -^\/7—\/m—\/n, 

xz=—\/l-\-\/m  —  \/7i, 


x^-^-i/l—S/m-hS/n, 


et  semblerait  donner  huit  valeurs  pour  l'inconnue  x, 
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qui  n'en  peut  avoir  que  quatre  •  mais  en  remontant  plus 
hautj  on  verra  que  les  valeurs  de  u,  y  et  z  doivent  sa- 
tisfaire à  l'équation  ^  =  —  Suyz,  dont  on  n'a  employé 
que  le  quarré.  Il  faudra  donc  combiner  les  signes  des  va- 
leurs u:^^^/! ,  y^='àz{^7n,  z=z±i[/n,  de  manière 
que  leur  produit  soit  d'un  signe  contraire  à  celui  de  q, 
ce  qui  doit  se  faire  comme  dans  le  n°  34- 
Si,  dans  l'équation 

c 

on  fait  t-=-,  les  fractions  disparaîtront  par  la  réduc- 

4 
tion  de  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  et  il 
viendra 

réduite  semblable  à  celle  que  l'on  a  trouvée  en  z  dans 
le  n'  20.  On  se  convaincra  facilement  aussi,  que  les 
valeurs  de  x  rapportées  ci-dessus  s'accordent  avec  celles 
qu'on  déduirait  des  résultats  du  même  numéro. 

■Du  développement  des  puissances  fractionnaires  et 
négatives  en  séries. 

78.  On  a  vu  ,  dans  le  n°  235  des  É/émens,  la  divi- 
sion, prolongée  indéfiniment,  donner  naissance  à  une 
suite  infinie  qui  exprimait,  en  termes  monômes,  le  déve- 
loppement d'une  fraction  -,  et  dans  le  n°  207,  j'ai  annoncé 
que  l'exti-action  des  racines  conduirait  aussi  à  des  séries. 
Pour  offrir  un  exemple  de  ce  dernier  cas,  je  vais  ex- 
traire la  racine  quarrée  de  a^+ô*. 


i5^ 

-a» 


COMPLEMENT 


-\.b^ 


bi 


8a+ 


■64a'^ 


etc. 


etc. 


2a -4 

etc. 


La  racine  quarrée  du  premier  terme  étant  a ,  il  reste  b*, 
qu'il  faut  diviser  par  2a  ;  et  écrivant  le  quotient  — •  à 

b'' 
çôtédea,àlaracine,onauraa-{ pour  les  deux  pre- 

^* 
miers  termes  de  cette  racme,  et  —  — -  pour  le  reste; 

4^ 

è*         .  . 
doublant  la  racine  trouvée,  on  a  aa  4-  —  ;  et  divisant  le 

a 

b^  .  M 

reste par  za,  on  aura  un  quotient — — -,,  qui 

4a  "" 


8a3' 


sera  le  troisième  terme  de  la  racine.  On  vérifiera  ce 

terme  suivant  la  règle  ordinaire  ;  et  on  aura  un  reste 

b^  P 

' — j ,  sur   lequel  on    opérera  comme  sur  les 

8a+       b4a*> 

précédens. 

Il  serait  aisé  d'imiter  cette  opération  pour  extraire  la 
racine  d'un  degré  plus  élevé  ;  mais  en  considérant  les 
racines  comme  des  puissances  fractionnaires  ,  on  les  dé- 
duit plus  simplement  de  la  formule  du  binôme ,  telle 
qu'elle  est  présentée  dans  le  n°  i44  des  Élémens. 

En  effet,  si  l'on  change  \/'^^~F en  (a^-hb'')^,  et 
que  l'on  fasse  m:=^  dans  la  formule  citée,  puis  qu'on 
y  écrive  a"  pour  x,  6^  pour  a ,  il  viendra ,  comme  ci- 
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dessus , 

/ b-"        h^  b^ 

Yà'+b-^  =  a-] __4.-_-^_etc. 

2a       8a^       iba^ 

Cet  exemple  sufTit  pour  montrer  le  parti  qu'on  pour- 
rait tirer  de  la  formule  du  binôme,  si  l'on  était  assuré 
qu'elle  eilt  lieu,  quel  que  fut  l'exposant  m,  ce  qu'on 
ne  saurait  conclure  de  la  manière  dont  on  y  est  parvenu 
dans  les  Élemens,  puisqu'elle  suppose  que  m  est  né- 
cessairement un  nombre  entier  positif.  Il  faut,  en  consé- 
quence, soumettre  cette  formule  à  de  nouvelles  véri- 
fications ,  propres  aux  différens  cas  que  l'on  yeut  y 
comprendre. 

79.  Parmi  les  diverses  preuves  qu'Euler  a  données 
de  la  généralité  de  la  formule  du  binôme,  la  suivante, 
tirée  du  tome  XIX  des  Novi  Comment.  Acad.  Petrop. 
(pag.  io3),  tient  le  premier  rang  par  sa  finesse  et  sa 
brièveté. 

Il  a  été  démontré  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
positif,  on  a 

f    ,    \,r,         I  ^     1   Tn(m — 1)  „ 
(i-fz)"'z=i+-a4-      Y2       ^ 

mais  on  ignore  à  quoi  répond  le  second  membre  de  cette 
équation,  lorsque  m  cesse  d'être  entier  ou  positif-  ce- 
pendant il  est  incontestable  que,  dans  ce  cas  même,  sa 
valeur  étant  liée  à  celle  de  m,  il  peut  être  regardé 
comme  le  développement  d'une  fonction  inconnue  de  m. 
En  représentant  cette  fonction  par  f(m),  on  aura,  en 
général , 

Si  on  écrit  n  au  lieu  de  m,  ce  qui  est  permis,  on  aura 
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de  même 

et  par  conséquent 

{     ,  m     ,  Tn{m  —  i)   ^      m{m — \){in—i')   ,  ,         ) 
\  iH — ^-\ -^  ■\ ~— ^z,3+etc.  >- 

l       '     1  1.2  1.2.0  '  J 

Il  faut  examiner  maintenant  quelle  doit  être  la  forme 
de  ce  produit,  que  je  désignerai  par  P.  Il  est  évident 
que  si  on  l'ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  2, 
on  pourra  le  représenter  par  la  série 

1  _|_  ^z  -j.  Bz""  +  Cz^  +  Dz^  +  etc. , 

et  que  le  coeîTicient  de  l'une  quelconque  de  ces  puis- 
sances ,  de  la  cinquième ,  par  exemple ,  dépendra  de  la 
manière  dont  seront  composés  l'un  et  l'autre  des  fac- 
teurs, depuis  le  premier  terme  jusqu'à  celui  qui  ren* 
ferme  cette  puissance  ,  car  ce  sont  les  seuls  qui  concou- 
rent à  la  formation  du  terme  que  je  considère., Mais  la 
composition  de  ces  termes  ne  change  pas ,  quelles  que 
soient  les  valeurs  particulières  de  m  et  de  n  ;  et  si  elle 
est  connue  dans  un  cas  où  m  et  n  soient  des  nombres 
indéterminés,  elle  sera  la  même  dans  tous  les  autres. 
Or ,  on  sait  que  lorsque  m.  et  «  sont  des  nombres  entiers , 
le  produit  P  est  égal  à 

ou  à  (i-fz)'"-^», 

et  que 

(i  +  s)'"+"=iH Y--=^+  ■  -^ -V-1-etc.j 
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c'est-à-dire  que  chacun  des  coefRciens  des  puissances 
de  s  est  composé  avec  la  quantité  m-\-n ,  comme  lea 
coefïiciens  correspondant  des  facteurs  (i-f-s)'"et  (i-j-s)* 
le  sont  avec  les  nombres  m  et  n.  Donc  le  produit  P, 
devant  conserver  la  même  forme  dans  tous  les  cas ,  doit 
répondre  en  général  à  f  (  m-+-n  )  ;  et  il  résulte  de  là  que 

f(m)xf(")=f(^  +  n). 

C'est  cette  équation  qui  renferme  le  caractère  fonda- 
mental de  la  fonction  désignée  par  la  lettre  f ,  et  qui  ea 
fera  connaître  la  nature. 

Si  l'on  change  n  en  n-^p,  elle  donnera       ^ 

f(m)xf(«+p)  =  f(^  +  «+p); 

et  comme 

f(n)Xf(p)  =  f(«+p), 
il  viendra 

f  (m)  X  f  (n)  X  f  (p)  =f(m-f-n-f  ;,). 

On  obtiendrait  une  semblable  équation,  quelque  fût 
le  nombre  de  fonctions  multipliées  entr'elles. 

Il  suit  de  là ,  que  si  l'on  prend  un  nombre  k  de  fac- 
teurs égaux  à  f  f  -  j ,  on  aura 

<t)x<l)x<f) 

=<t+^+l )=w- 

puisque  T-';^k-=h;  et  par  conséquent 

Cçmpl.  des  Elém.  d'Alg.  Il 
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Tirant  de  part  et  d'autre  la  racine  du  degré  k,  on 
trouvera 

maïs  h   étant  un  nombre  entier,  f  (/j)  =  (i  +  z)*,    et 
l'équation  ci-dessus  devient 

f(|)=0  +  ^f. 

il  est  donc  prouvé  que  f  Q,  ou  la  série 

i+_^  +  __— -^'+ ,.2.3  ^^    ^ 

^      .        .     /» 

est  le  développement  de  la  puissance  fractionnaire  -^ 

de  la  quantité  i  +  a. 

Je  passe  à  présent  au  cas  où  l'exposant  est  un  nombre 

négatif  :  on  a  alors 

■in-\-n  =  0) 

mais  d'un  autre  côté 

f  (m  +  n)  =  (i  4-^)°  =  1  {Élém.  37)  ; 

il  suit  de  là  que 

Mettant,  au  lieu  de  m,  sa  valeur  — n,  il  vient,  quelle 
que  soit  n , 

et  puisque 
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îl  en  résulte  que  f  ( — n),  ou  la  série 

1  1.2  1.2.3 

est  le  développement  de  (i  -l"-)""- 

On  passe  facilement  du  développement  de  (i  +-)"' 

à  celui  de  (x  -f  a)'"  ;  car  si  Ton  fait  -  =  -  ,  on  a 

d'où  l'on  tire 

«t  l'on  est  conduit  à  la  formule  du  n°  1 44  des  Élémens. 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  désirer 
du  côté  de  la  rigueur  et  de  l'élégance  ;  mais  elle  re- 
pose sur  une  considération  bien  fine ,  et  par  là  bien 
dilTicile  à  saisir  pour  les  commençans  (*).  La  suivante, 
fondée  sur  de  simples  opérations  de  calcul ,  paraîtra 
peut-être  plus  évidente  à  beaucoup  de  personnes  ;  elle 
est  tirée  des  Transactions  philosophiques  (année  1796). 

80.    L'examen  des  premières   puissances  de    \-\-x 

(*)  La  seule   djfHculte  de  celte   demohstraiion   est   de  sentir  la 

force   du  raisonnement  par  lequel   Euler  a   établi  l'cqnation 

i[m)  X  f(n)  =*f  (/w-f-n^.  Stgner  Ta  prouvée  en  indiquant  une  rua- 
tiière  d'effectuer  la  multiplication  du  dcvcloppement  de  l'{m)  par 
celui  de  f  [n) ,  de  sorte  que  le  produit  se  présentât  sous  la  forme 
du  développement  de  {{m-j-n).  (Voyez  les  3Iém.  de  t\4caJ.  da 
Berlin,  année  1777,  p-  37  de  V Histoire ,  ou  les  Elémens  d\-4l~ 
gèbre ,  par  M-  l'Huillier' ;  mais  il  me  semble  que  le  mérite  de  la 
inîitche  d'Euler  est  d'éviter  les  longs  calculs.  Au  reste,  les  démons- 
traiions  de  la  formule  de  jN'ewton  se  sont  multipliées  à  tel  point, 
■que  leur  réunion  composerait  un  fort  gros  volume  ;  les  Transac- 
tions philosophiques ,  sur-tout,  ea  contietuicat  un  grand  nombre^ 

11.. 
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conduit  naturellement  à  penser  que  le  développement 
d'une  puissance  quelconque  de  cette  quantité,  doit  être 
de  la  forme 

les  coefficiens  A,  B,  C,  £>,  E,  etc. ,  étant  des  nombres 
entièrement  indépendans  de  toute  valeur  de  x.  Il  est 
visible ,  d'ailleurs ,  que  ce  développement  ne  doit  con- 
tenir aucune  puissance  négative  de  x\  car  s'il  avait,  par 

exemple,  un  terme  de  la  forme  —,  la  supposition  de 

x-=o  rendrait  ce  terme  infini  {Élém.  68),  tandis  que 
la  même  supposition  réduit  à  l'unité  toutes  les  puissances 
de  i  -\-x. 

Cela  posé,  soit 

m 

(i  4.x)"  =  i+Ax-\-Bx^-{-  Cx^  4-  Dx^-^-  etc. , 
on  aura  aussi 

(1  +yf-  i-^Jy  +  By'-^  Cy-'  +  £>/  +  etc.  ; 

et  en  faisant 

1  2. 

(1+0:)»  =  u,     ii^yYz=v, 

il  viendra 

et 

?4ais  si  l'on  fait  attention  que 

i4.a:  =  u%     i+y  =  v'', 
çn  en  conclura  que 


! 
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et  que 

u" — u"  X — y  X — y  x—y 

Or,  en  vertu  du  théorème  du  n°  i58  des  Élémens , 

on  a ,  puisque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers , 

li"— v^^Cu  — v)  (a''-*-i-f^"-V 4.U1/'— ^+1;"-'), 

et  la  division  par  la  quantité  x  —y  s'effectue  ;  il  viendra 
donc ,  d'après  cela , 

u'"~'  -\-  u'"~V -f-  ui'"""'  +  f '""* 

u"-»-f-  u''-V +ut/''-*H-i/"-' 

+  £:(x^  +  x^j  _|-  xy  -f  xy3  +y)  +  etc. 
Cette  dernière  équation,  devant  avoir  lieu,  quels  que 
soient  x  et  y,  subsistera  encore  lorsqu'on  fera  x=y, 
hypothèse  qui  donne 

1  +  a;  =  1  +  j,     u  =  v, 
et  qui  réduit  l'équation  ci-dessus  à (^ 

■ — -~=A-\-zBx-{-^Cx^-\-4Dx'^-\-bEx^-^etc., 

ou  à 

^u'"=u"(J-{-aBx-^ZCx^-[-4Dx'^-j-5Ex^'^etc.y 

Maintenant,  si  l'on  met  pour  u"*  et  u"  leurs  valeurs 

m 

(1  -i-x)"  et  1  +x,  on  aura 

— 
-  (^i+xy=(^i+x){J+2Bx-{-5Cx^-\-4Dx^-{-bEx^+etc,)j 

équation  qui  renferme  une  condition  propre  à  déter- 
miner les  coefïlciens  A,  B ,  C ,  D ,  etc.,  du  développe- 

m 

ment  de  (1  -(-  x)"'»En  effet,  si  l'on  substitue  ce  dévelop- 


^ 
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penient  dans  le  premier  membre ,  il  viendra 

n       n  n  ii  n 

~\  4-  Ax-^Q.Bx-'  +  ZCx'^-\-4Dx^-\-etc. 
Si  l'on  n'a  point  perdu  de  vue  que  toutes  les  équa- 
tions par  lesquelles  on  vient  de  passer,  doivent  se  vé- 
riîier  sans  qu'il  soit  besoin  d'assigner  aucune  valeur 
à  a;,  on  en  conclura  nécessairement  que  leur  premier 
membre  doit  renfermer  précisément  les  mêmes  termes 
que  le  second,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu'elles 
doivent  être  identiques.  Or,  pour  que  cela  soit,  il  faut 
que  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de  x 
soient  multipliés,  dans  l'un  et  l'autre  membre,  par  les 
mêmes  coefRciens  :  on  égalera  donc  les  coefïiciens  du 
premier  membre  de  l'équation  précédente,  à  ceux  qui 
leur  correspondent  dans  le  second;  on  aura  ainsi  les. 
équations 


n 


^i--. 


£5+   ^=^^. 


B=^- 


'Q-') 


3C+25=:-5,\  ce  qui 
"■        /  donnera 


4D4-3C=-  C, 
n 


_<T-^) 


5£4-4D=:-D 
n 

etc. 


■J 


etc. 
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On  voit,  par  les  dernières  équations,  comment  les  coefïi- 
ciens  A,  B,  C ,  D,  etc.,  dérivent  successivement  les  uns 
des  autres.  Si  on  prend  leurs  valeurs ,  ce  qui  n  a  aucun© 
difficulté ,  et  qu'on  les  substitue  dans  la  suite 

\-^Ax-\-Bx^-\-Cx^-^  etc. , 
on  trouvera 


1  .2 


.2.3 


+ ^ ^? — ; X*  4-  etc. 

1.2.0.4 

J'observerai  qu'il  n'y  a  point  d'induction  dans  ce  qui 
précède;  car  toutes  les  équations  qui  y  conduisent 
sont  symétriques,  et  la  loi  de  leurs  termes  est  telle, 
qu'on  peut  en  concevoir  un  aussi  éloigné  qu'on  voudra 
du  premier.  Il  faut  remarquer  aussi  que  le  déyelop- 

m 

pement  de  (i+J^)"  donne  celui  de  (i-f-o:)"*,  en 
faisant  n=i,  et  qu'ainsi  la  formule  du  binôme  se 
trouve  démontrée,  lorsque  l'exposant  est  un  nombre 
entier. 

On  pourrait  encore  révoquer  en  doute  la  légitimité 
de  la  foiTnule  pour  le  cas  de  l'exposant  négatif",  mais 
pour  la  prouver,  il  suffira  de  montrer  que  l'équation  {F^ , 
de  laquelle  se  tire  la  formule,  a  encore  lieu  lorsqu'on 
y  change  m  eu  — m;  or,  c'est  à  quoi  on  parvient  en 
observant  que 


j^— m ^,— m 

1          1         v"* —  u" 

u"'        v"*          u^v'"   * 

car  il  en  résulte 

u-"*  —  t;— •"        1 

A'"* — u'"\               1      /u'" — i^"" 

u" — V" 
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et  comme  par  ce  qui  précède ,  la  quantité  — devient 

—_z^  lorsque  v  =  u,  on  aura  pour  le  même  cas 


nu" 


u  "' — V  "*       — i       mu""  '       — mur 
n= ^ r= 

_  .77  .  .71  _    oin.      ^^        _     _  .  n—- 1        "  n— 


Le  second  membre  de  l'équation  (>f^  ne  changeant 
d'ailleurs  point  de  fornae ,  on  aura 

mu — '" — * 
^:^  =  A-^2Bx +5Cx''+  4Dj^-\-  5Ex^+  etc., 

équation  qui  ne  diffère  de  (/^)  que  par  le  signe  de  m, 
et  qui  doit  par  conséquent  conduire  aux  mêmes  résultats 
que  l'on  déduirait  de  l'équation  (^),  en  y  changeant 
m  en  —  m. 

8i .  Pour  appliquer  maintenant  la  formule  du  binôme 
à  l'extraction  des  racines,  je  vais  chercher  la  racine  5*  de 

a-\-b y  c'est-à-dire  développer  (a  +  ^)^'  En  faisant 

7n=\  dans  la  formule  du  n"  i^^  des  Èlémens  y  et  en 
y  changeant  a;  en  a  et  a  en  è,  les  quantités 

ma      m — 'i  a      m— sa 

1      — ,    — ' ;    — 5 ,    etc. 

XX  2       X  3      X 

deviennent 

l^  ^-zlt   isiî^   ir"^5 

^'5â'      2     a'   ^3      a*      ^  a*  ^     * 

et  en  réduisant, 

1^6    4    h  ^    h  lÉ^  b 

''  5a'  —^â'  ""3750'  ""475^' 

En  faisant  les  produits  successifs  des  nombres  de  cette 
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dernière  ligne,   comme  l'indique  la  formule  citée,  et 

multipliant  le  résultat  par  a^,  on  trouvera 

i       if        1  b        1.4  è^  .   i-4-q  ^^^ 

1.4.9.14^'*  ,     ^    , 

^  -^   ^  -  —  4-  etc. 

2.3.4.5^a4^ 

Pour  employer  cette  formule  à  l'extraction  approchée 
de  la  racine  cinquième  d'un  nombre  donné ,  on  parta- 
gera ce  nombre  en  deux  portions,  de  manière  que  la 
plus  grande  soit  une  cinquième  puissance  exacte,  et  ou 
la  prendra  pour  a;  le  reste  sera  b. 

Soit  pour  exemple  le  nombre  Î260:  on  le  décomposera 
en  2434- 17,  parce  que  243  est  la  cinquième  puissance 
de  3,  et  on  fera 

a  =  24^ ,     b  =  ij; 
il  en  résultera 

a^-3       ^-^ 
a       240 

Eu  substituant  ces  nombres  dans  la  formule  précédente, 
la  racine  cherchée  sera  exprimée  par  une  suite  de  frac- 
tions de  plus  en  plus  petites.  Pour  l'évaluer,  il  faudra 
réduire  ces  fractions  au  même  dénominateur  ;  mais  on 
évitera  cet  embarras  en  les  convertissant  en  décimales. 
Dans  cet  exemple ,  b  étant  moindre  que  la  dixième 
partie  de  a,  l'approximation  sera  très  rapide. 

Voici  les  difFérens  termes  de  la  suite,  formés  chacun 
par  le  moyen  de  celui  qui  le  précède,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  plus  haut. 


Ï7<3                                  COMPLEMENT 
i*"^  terme 4-ijOOOoooo 


3*, — ^X2.^=      —     JBz= — o,ooo39i5 

r 
4'>^      X3.p— r=:  C=+o,OOOOl64 

5«,  —Cx  -.P-  =:      —      D     —  0,0000008 

2  oa 

•4- 1,0140082 — OjOooSgaS 
—  0,0003923 

-f-  i,oi36i59 
3 

3,0408477 

Les  termes  qui  suivent  le  cinquième  sont  trop  petits 
pour  en  tenir  compte,  lorsqu'on  se  borne,  comme  je  l'ai 
fait,  à  7  décimales.  J'ai  retranché  la  somme  des  termes 
négatifs  de  celle  des  termes  positifs,  et  j'ai  multiplié  le 

reste  par  a^  ou  3,  ce  qui  a  donné  3,o4c8477  pour  la  ra- 
cine cinquième  de  2G0  ;  mais  quoique  le  résultat  ait 
7  décimales,  on  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude  de 
la  sixième. 

De  quelque  degré  que  soit  la  racine  qu'on  veut  ex- 
traire, on  procédera  comme  ci -dessus,  et  on  obser- 
vera en  général ,  que  toutes  les  fois  que  l'on  emploie 
la  formule  (x'-f-a)'"  pour  convertir  une  expreision 
ensuite  infinie,  et  pour  approcher  de  sa  valeur,  il 
faut  que  le   premier    terme   x   soit  plus    grand   que 

le  second  a ,  afin  que  -  soit  une  fraction ,  et  que  tous  les 

termes  devenant  de  plus  en  plus  petits ,  la  série  soit  con- 
vergente. 
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83.  Les  premiers  termes  du  développement  de  (x-f-a)"* 
suITisent  le  plu»  souvent  pour  exprimer  d'une  manière 
très-approchée  les  racines  des  nombres  ;  et  c'est  de  là 
qu'ont  été  tirées  plusieurs  formules  que  je  vais  faire 
connaître. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  m''""  de  la  quantité 
0*"+  b ,  dans  laquelle  la  valeur  de  a  surpasse  beaucoup 
celle  de  b.  Pour  cela,  comparant  à^ ~{-  b  au  dévelop- 
pement de  (a  +9)",  et  effaçant  de  part  et  d'autre  le 
terme  a"*,  on  aura 

1.2  ^      '  1.2.3  ^ 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  ; 

b=q(  ma^-'H — ^^ -^a'"-^9^ — ^^ -■= -''a'^-^ç^+etc.  J, 

et  dont  on  tire 

b 
0:zi ' • r 

1.2  1 .2.0 

On  pourra  négliger,  vis-à-vis  du  terme  ma'""',   ceux 

qui  sont  affectés  de  la  quantité  q,  si  cette  quantité  doit 

être  une  fraction  assez  petite  ;  on  aura  une  première 

approximation  que  je  désignerai  par  q\  et  dont  l'ex'pres- 

b 
sion  sera  g  =  — -— ,. 

En  prenant  un  terme  de  plus  dans  le  dénominateur 
de  l'expression  générale  de  q,  et  ne  négligeant  que  les 
termes  affectés  de  q^  et  des  puissances  supérieures ,  on 
aura 

h_ b         i__ 

ma*"  'H — 1:^ ^a"  ="9  c-f- q 
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On  mettra  dans  le  dénominateur  du  second  membre , 
à  la  place  de  <7,  sa  valeur  q' ,  qui  résulte  de  la  première 
approximation,  et  il  en  résultera  une  seconde  valeur 

1-2    -^ 


ma"'   '  ,  m — i    , 

plus  exacte  que  la  première  ;  on  pourrait  continuer  de 
cette  manière ,  mais  je  me  contenterai  d'ajouter  à  ce 
qui  précède,  l'exemple  donné  par  Lambert ,  auteur  de 
la  méthode. 

Soit  m  =  3  et  a''  +  ^  =  45873642  ,  on  trouve  que  le 
plus  grand  cube  contenu  dans  ce  nombre  est  45499293, 
cube  de  367  ;  on  a  donc  0"^  =  45499293,  & =374349* 
et  a  =  357.  On  obtient  ensuite 


■3a"'  ^  '~'5a^  a-frq" 

A  =  5Z^^  =  349,5322i, 
oa         1071    ^^ 

,  b       i      349,53221     „ 
v— *  v^  ^  _^49^5322i 

et  par  conséquent 

à +  ^"=357,9764. 
Ce  résultat  est  exact  jusqu'à  la  quatrième  décimale; 
on  peut  s'en  assurer  en  faisant  c  =  35 8,  nombre  très 
approchant,  et  duquel  il  résulte 

0^  =  45882712,     b-=z  —  9070, 
3^  =  -??i  =  -«'«5°^5. 
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b  I  8,445oG5  -^ 

Zaa-\-q'  367,9754  '         ^         ^' 

d'où 

a +  (/"  =  357,976409, 

valeur  qui  s'accorde  avec  la  précédente  dans  les  quatrt 
premières  décimales. 

Si,  dans  l'expression  q"=. — ;;— ;X ,  on 


•9 


met  pour  q'  sa  valeur ,  il  viendra 


d'où  il  suit 


{/a'"±.b  =  a±: 


p.ab 


ama"'  dz{rn — 1)6' 


formule  à  laquelle  Haros  est  parvenu  sans  connaître  le 
travail  de  Lambert.  Il  en  résulte,  lorsque  m  =2 2  et 
m  =^5,  les  expressions  suivantes: 


'/^a'zïz.b'      "       ~  ~Za'±Lb' 

83.  En  faisant  Tn^=\  dans  les  quantités  représentées 
par  A  et  par  B,  à  la  page  9 1 ,  elles  donneront,  si  a  sur^- 
passe  b ,  des  séries  convergentes ,  au  moyen  desquelle» 
©n  obtiendra  les  valeurs  approchées  des  expiessiona 
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Il  viendra 


J  =  a^i  +  ^.-- 


K9  6» __  ï.2.5.8   M 

STëf?       3.6.9.12  â"^ 


1.2.5.8 .11.14    i>^  __        \ 
+  3.6.9.12.15.18  â^""^*^*J  ' 

^(i  b       1.2.56'        1.2.5.8.11   b^ 

15  a       3.6.90^       3.6.9. 12.  i5  a^ 
1.2.5.8. 11 .  i4- 17    b'' 


"3.6.9.12.15.18.21   a^"^^*^*/ ' 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  3i , 
on  aura  des  valeurs  approchées  et  réelles  des  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré  dans  le  cas  irréductible. 

Ces  séries  n'étant  convergentes  que  dans  le  cas  où  on 
a  6  <^  a ,  il  faudra  en  trouver  qui  procèdent  suivant  les 

puissances  de  y  pour  le  cas  de  b'^a,  ce  qui  se  fera  en 

écrivant  les  binômes  proposés ,  comme  il  suit  : 

(b  V/^  +  a)'^,     (—  b  y/'^x  +  ay. 
Or, 

^, /=:T+a==(i+^-=^y  v/^=  (1- ^  v/=^i)^' v/=T  > 

puisque  — rr=  —  y — ij  de    même 

donc 
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Les  développemens  de3  facteurs 

se  déduiront  de  ceux  de 

en  changeant  -  en  y>  il  ne  restera  plus  qu'à  multiplier 
a       0 

les  séries  résultantes  par  les  facteurs 

(èv/^)'"=è'"(v/^)'"  et  {-^b\/^Y—.{—hY{\/'^iT' 

Pour  obtenir  (y/ — i)",  lorsque  m  =::  -  ,  il  faut  cher- 
cher la  valeur  de  (v/ — O'»  ^^  l'élever  ensuite  àla  puis- 
sance p.  Soit  y=:  {\/ — i)'',  ou,  cequirevientaumême, 

y=^{ — i)'*'»  ^"  élevant  les  deux  membres  à  la  puis- 
sance  aq  ,  on  aura 

y''^  z=z  —  1  ,      ou      y'-'i  -\-  \  =^o. 

t 

Telle  est  l'équation  d'où  dépend  en  général  (y/ — i)^; 
mais  lorsque  q  est  impair ,  une  des  valeurs  de  cette 
expression  est  égale  à  -f-  \/ — i,  ou  à  — y — i  ,  selon 
que  q  est  de  la  forme  /\i-\~\  ou  4'~f-'^  (40  >  parce 
qu'en  faisant,  dan^  le  premier  cas, ^==-|- y/  —  i ,  et  dans 
l'autre  ^= — \/ — i,  on  trouve  y''=\^  —  i-  H  suit  de 

là  que  (V^ — 0^  =  —  V^ — 1-  En  effectuant  les  calculs 
pour  le  cas  où  m=|,  on  trouvera 

^— "^  \56~3rb7^  6^^  +  3.6.0.12.15  6^       ^'    i* 


&a"H  1 
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„  A(        .     1.2a*       i.G.5.8  a*  ,     ^    y 

^=-*  I   '  +  376  6^- SXiTTÏ  65 +'"=•}'■ 

et  on  formera  avec  ces  valeurs  un  second  système  de 
formules  qui  donnera  les  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  ,  lorsque   b'^a. 

84.  On  a  en  général 

(a  +  b  \/^Y  ^(a-^b  Z^)-"  = 
Tn{m — 1)  b^      m{jn — i^(jn — s)(m — 3)  M 


1.2.3.4  û* 


—  etc.j. 


On  peut  obtenir  pour  la  même  expression  d'autres  dé- 
veloppemens  en  séries ,  dont  la  marcha  soit  plus  rapide 
que  celle  de  la  précédente  ,  et  cela  par  un  moyen  fort 
simple.  En  ajoutant  l'équation 

mb       Tn(m — i)  &^       m(m— i)(m — 9)  b^   , 

'+Tâ         1.2     â^^ Ï"X3 ^■*"'^^-' 

avec  l'équation 

b\^ 


(-D"= 


vnb  .   m(m — \)  b"^       m(m — i^fm.— 2)^-^   , 

t [.  -^ '- ^ '-\ '-  -  +  etc. , 

X  a  1.2       û"  1.2.0  a^ 

il  viendra 

(■+D>0-ï)  = 

0/^,1  ^(^— 0 ^  .  mÇm— 0(m— 2)(m— 3)  b^,^.    \ 
\  "^      1.2      a^"*"  1.2.3.4  û*  '>'' 

et  si  on  eut  retranché  la  seconde  de  la  première ,  on 
aurait   en, 
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V  ^  "  ^      ru     ^  +  ^^c-J  • 

run  de  ces  résultats  nerenfern,e  que  le.  termes  qui  oc- 
cupent un  rang  unpair  dans  le  développement   du  bi- 

trouvée  ci-dessus,  avec   celle   de 
déduite  des  séries  du  n°  4,,  et  qui  serait 
il  en  résultera 

^    ^  1.2.3.4  ^4  +  ^t^-;- 

la  série  du  second  membre  ne  contiendra  plus  que  les 
^rmes  du  développement  du  binôme  ,  pris  de  qua^e  en 
<iuatre ,  a  partir  du  premier. 

Retranchant  ensuite  l'expression  de 

de  celle  de 
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on  trouvera 

,/m(m-i)6^   ,   m(m-i)(m-9)(m-3)(m-4)(ni'-5)6^    ,      .    \ 

■  \~T:r-  â"+ 7:^5:4^:6 â^  +  "**^-;* 

Je  second  membre  ne  contient  encore  les  termes  du  dé- 
veloppement du  binôme  que  de  quatre  en  quatre  ,  mais 
à  partir  du  troisième. 

On  tire  de  la  première  de  ces  équations 

('-t-y-K-y=^)=-('+^)-(-^)" 

et   de  la  seconde 

('+y^)"+('-y-)=(-+!H-sy 

/m(m- 1  )  &*    ,  7n(m-i)(?n-g)(m-5)(m-4)(m-5)  b^  \ 

^\'^.~â-'^  r:i.3.4.5.6  ^+^*v 

Lorsque  l'exposant  m  sera  fractionnaire,  les  séries  ci- 
dessus  ne  se  termineront  point  ;  mais  si  la  fraction  - 

a 

est  fort  petite,   il  suffira  de   joindre  à  la  quantité... 
-*  (*'^"~)^"(^ i,unou  deux  termes  de  la  série 

qui  vient  après  :  on  pourra  souvent  se  contenter  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  valeurs 

-0+a)'"-(-H)"+^- 
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0  +  iv/=r)"4-(.-y=T)"= 


(■+-:)"+(■ -D" 


1 .2        a* 

Quand  m  =  },  on  volt,  parle  signe  des  termes  qu'on 
néglige,  que  la  première  est  plus  grande  que  la  vraie  va- 
leur, et  que  la  seconde  est  moindre;  on  reconnaîtra  donc 
parla  différence  des  résultats  obtenus,  le  degré  d'ap- 
proximation qu'on  aura  atteint. 

Les  formules  précédentes  s'appliqueront  à  l'exprcssioi» 

en  les  multipliant  par  a". 

Si  l'on  prend  la  différence  des  développemens  de 

qu'on  la  divise  par   {/ — 1  ,  et  qu'on  y  ajoute  ouqu'oa 
■en  retranche  le    développement  de 


(■+')-(-.-)"■ 


on  aura  les  deux  équations  ci-après  ,  dont  les  seconds 
membres  renferment  les  termes  du  développement  du 
binôme,  pris  de  quatre  en  quatre  ,  à  partir  du  second  et 
■du  quatrième. 

"*  \  i  a"*  r.a.3.4.5  â=  "'' ^^""V ' 

12. . 
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__  ^  ^m^m—i)  (m—Q.)  P    ,    m(m— 0...(m— 6)  &^  \ 

"^  V     r^TB      ^  "^      1.2. ..7 — ^  +  ^*'''  ;• 

85.  Il  est  facile  de  déduire  du  développement  de  la 
puissance  m  du  binôme  ,  celui  de  la  même  puissance  du 
polynôme  quelconque  a-f-^+c  +  c?  +  e-f- etc.  Pour 
y  parvenir  d'une  manière  commode,  je  représenterai 
le  développement  de  (a  -j-  Z>)'"  par 

c"*  +  Aar"'b  +  BaT'-^b^  +  Ca"'-^b^  -f  etc. 

Si  maintenant  on  suppose  que  b  se  change  en  3+c, 
le  binôme  a -{-6  deviendra  le  trinôme  a-\-b-{-Cf 
et  il  faudra  écrire  dans  le  développement  précédent 

{b  +  c),       (3+0%       (6  +  c)%       etc., 

au  lieu  de  b ,  b^,  ^i',  etc.   On  trouvera,  par  ces  substi- 
tutions , 

résultat  qu'il  est  facile  de  continuer  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra. Soit  donc  Na""-""' h"''  le  terme  général  de  (a+è)""; 
il  se  changera  eniVa'"'"'"'(è  +  c)'"'  •,  en  faisant 

{b  +  c)'"^ 
b'^'^A'b"''-\-\-D'b^'-'c'^C'b"''-^c\ .  .+iV'Z>'"'-'""c'"''-f  etc.  ; 
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iJf-A'b'^'-'c 
il  deviendra  ^oT-"^  c+Cb'"'-^c^ 


+  etc.  / 

et  considérant  avec  attention  ce  développement,  on  re- 
marquera bientôt  que ,  dans  chacun  des  ternies  qui  le 
composent ,  la  somme  des  exposans  des  lettres  a ,  b ,  c, 
e^t  constamment  égale  à  m,  mais  qu'ils  ont  d'ailleurs, 
chacun  en  particulier,  toutes  les  valeurs  qui  peuvent 
satisfaire  à  cette  condition,  et  que  le  terme  général, 
c'est-à-dire  celui  qui  ne  renferme  que  des  exposans 
indéterminés,  a  pour  expression 

i\'A'a'"-'"'6'"'-'""c'"". 

Je  suppose  encore  que    c  se  change  en  c-j-  d  ,   et 
qu'on  ait 

(^4-^0"'"  = 

e'""^A"c'*"''d-^B"c'"'-''d'-\-C"c'""-^(P..+N"c""'-""'d'"  -}-etc.  ; 

en  substituant  ce  développement  au  lieu  de  c"*"  dans 
le  résultat  précédent,  on  trouvera  que  le  terme  général 
de  (a+è-f-c+f^)""  sera 

iVA'A'"ti'"~'"'6"''~'""c'"''~'"'''c/'"'' 

Il  est  facile  de  continuer  ce  procédé  -,  et  L'on  voit  déjà 
que  7\'"'c?'""'~'"""e'"""  étant  le  terme  général  du  binôme 
(^d-^e)""',  celui  de  (04-6  + c+c^+e)"  sera 

A'^A^' TV"  A' '"a '""'"' Z> '"'"'"'' c  """"  ""fi"'"'"'''"  "e'"  "" . 

Il  ne  reste  plus,  pour  avoir  chacun  de  ces  termes  géné- 
raux, qu'à  substituer,  au  lieu  des  coefîiciens  iV_,  iV',  N", 
A'*,  etc.  leurs  valeurs. 
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Puisque  JV  est  le  coefficient  du  terme  a"'"''"'^'"',  dana 
le  développement  de  (a-}-Z>)"*^  on  a, 

1.3      m 

Si  on  écrit  au  numérateur  et  au  dénominateur  toua 
les  facteurs  compri?  entre  i  et  m — m  inclusivement , 
la  valeur  de  cette  expression  ne  changera  pas,  et  on 
^ura  alors 

1    .    '2 m.'X  1  . 2  ....  (/n  —  m) 

On  déduii-a  N'  de  N  en  changeant  m  en  m'  et  ?fi'  en  m"i 
il  viendra  donc 

1.2   ...m"Xi.2.,.(m'— m"}* 
on  aura  de  même 

^,.        1    .    9 m 

^^    -^  i    .   2...7n"'Xi.2...K— "i"')* 

1    .    2...An.Xi-2---  (m  — rn    ) 

En  faisant  le  produit  N]S'N"N"',  avec  l'attention  d'ef- 
facer tous  les  facteurs  communs  à  la  fois  au  numéra- 
teur et  au  dénonjinateur,  on  trouvera 

1 .  î>. .  3  .  , .,  ^  ,.,....  m 

i,2..(m-mOXi.2..C^'-mO,Xi.3..(m''-m'OXi.2..(m'''-w'''')i.2..w^* 

'm.     —  m'    r=  p 

\ni    —  m"  =.  q 

Soit  fait,  pôar  abréger,  <m"  — ■  m"  ■=■  r 

]„{''  —  m""=:  5 
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en  ajoutant  ces  équations ,   il  viendra 

tt  Ton  aura 

1-2 m     , 

a^b^c'd'e' . 

i.2...pxi.2...çXi.2...rXi.2...5Xi.2.,.f 

pour  le  terme  général  de  (a-f-6 +c-|-£/-f-e)'"  :  de  là 
il  est  facile  de  déduire  celui  de  la  puissance  m  d'un 
polynôme  quelconque. 

Avec  le  terme  général,  on  formera  le  développement 
cherché,  en  observant  qu'il  doit  contenir  toutes  les 
puissances,  depuis  o  jusqu'à  m  inclusivement  de  cha- 
cune des  lettres  a,  b,  c,  d,  e,  etc. ,  et  que  la  somme  des 
exposans  dans  quelque  terme  que  ce  soit,  doit  toujours 
être  égale  à  m.  Quant  au  coefTicient  numérique  ,  la  for- 
mule précédente  fait  voir  comment  ou  le  déduit  des 
exposans  du  terme  qu'il  affecte. 

Pour  donner  un  exemple  ,  je  prendrai 

{a-{-b-{-c  +  d)\ 

En  ordonnant  le  développement  de  cette  puissance  par 
rapport  à  une  même  lettre,  je  suppose  que  ce  soit  a, 
on  n'aura  plus  qu'à  chercher  tous  les  termes  qui  doivent 
contenir  chaque  puissance  de  a;  la  manière  dont  je 
vais  former  ceux  qui  sont  affectés  de  a*,  fera  voir  com- 
ment il  faudrait  s'y  prendre  pour  toute  autre  puissance. 
J'écrirai 

d'b\  a^ây  a'd^. 

a'b^c  y  a^c'^d, 

à^b'^d,  a^cd^y 

a'bc^y 

a^bcd , 

a'bd^ 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  former  les  coefTicieas ,  parca 
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qu'il  nV  a  aucune  diiTiculté  à  cet  cgard,  en  se  rappe- 
lant que  toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d'exposant  est 
censée  en  avoir  un  égal   à  l'unité. 

Si  m  n'était  pas  un  nombre  entier  positif,  la  condition 
exprimée  par  V équation p-^q-\.r^s+t+. .  ~m  pourrait 
paraître  difficile  à  remplir^  mais  on  évitera  cet  inconvé- 
nient, en  donnant  au  polynôme  (aH-ô-f-c-f-^-f  e-j-etc.)'",, 
k  forme  d'un  biiiome  (a+x)'",  dans  le  développement 
duquel  on  substituera,  au  lieu  des  puissances  de  x,  qui 
seront  nécessairement  positives  et  entières  ,  celles  du 
polynôme  b-{-c-\-d-\-e-^eXc.  On  trouvera  de  cette  ma- 
i^ière  Je  terme  général  exprimé  par 

m(m-^  0  .  .  .(?n  —  n+i) 

I-3.3 n 

7n{m—i) (m—n-i-i) 

i.2...7Xi.2...rXi.2..,jXi.2...f          i^'cd-e  y 

sous  la  condition  ^-{-r+5-f  f  =: /z,  et  n  étant  suc-, 
cessivement  égal   à  i,  2,  3,  etc. 

se.  On  peut  faire   usage  des  formules  précédentes 
pour  développer  l'expression 

il  suffit  pour  cela  de  changer  respectivement  b  ,  c  ^ 
d,  e,  etc.  en  hx ,  cx^,  dx\  ex^,  etc.  dans  le  dé- 
veloppement de 

(a  +  è  -4-  c  -f-  d-{-  e .)«, 

En  se  bornant  aux  lettres  écrites  ci-dessus,  le  produit 

cPbfc'^d'e'  devient  aPb''c''d'e'xi'*'^''^^'-*'^'^, 
quant  au  coefficient    qui    le  précède,  il  demeure  le 
tnême  qu'auparavant.. 
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Si  on  voulait  former  immédiatement  tou3  les  termes 
affectés  de  la  même  puis'sance  x" ,  il  est  visible  qu'il 
faudrait  choisir  les  valeurs  de  q,  r,  s,  t,  de  manière 
qu  ellci  satislLsent  à  l'équation 

q  -\-  2r  -{-  5s  -j-  4*  =  n. 

Les  procédés  qui  font  trouver  par  ordre  ces  diverses 
valeurs  ,  sont  l'objet  de  Y  Analyse  combinatoire  des 
géomètres  allemands  ,  sur  laquelle  oa  peut  consulter 
les  E/émens  (T  Arithmétique  universelle,  par  M.  Kramp. 

Sj.  Des  considérations  analogues  à.  celles  du  n°  8c  , 
font  obtenir  bien  simplement  les  relations  des  termes 
consécutifs  du  même  développement.  Si  l'on  pose 

A,  B,  C,  D,  etc.  étant  des  coefficiens  indéterminés,  es 
qui  donne  aussi 

(°+*J'+O''+^y+-)"'=.^+/0-}-Cy+Py>-fctc.; 

et  faisant,  pour  abré2;cr 

a-i-bx-i-  cx^-\-dx^ -{-  ....  —  u, 
o  +  ^^  +  O'  +  r/y '+....  =  V , 

on  trouvera 

u  —  v  b{x-y)  ^  c(x--y)  -J-  d^x^-y)  4.  ^V 

Les  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  de 
cette  équation  sont  divisibles  parx-j;  en  effectuant 
la  division  ,  on  trouvera 

B+C  X  +  y)  -f.  D  (x^  4-  xy  +  v^)  -4-  etc. 

b-hcix  ^y)  _{-  c?  (x^  +  xy  -i-y-)  +  etc.  * 

Si  on  fait  x  =y  ^  on  aura  en  même  temps   u  =  v;    le 


u"i- 
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développement —  se  réduira  ,  dans  cette  hypo- 
thèse ,  à  mu"^~^,  quelle  que  soit  m ,  ainsi  qu'on  le  con- 
clurait facilement  du  n"  80,  et  l'équation  précédente 
deviendra 


m(a-j-bx-{-cx^-\-dx^-{-etc.)" 


5  +  2  C.r-f-5Z?x°-4-  etc. 
b-\-2.cx-^'5dx^-^e\.c. 


f    X  1      ,      ,  .    7  -?  .      >n,   ,       (a-i-bx-\-cx^+dx^-\-...)"' 
(a4-bx4-cx^4-dx^-{-...)"'-^=:^    ;  ,        — ,  .    ,    .    — —=: 
^     *        ^       ^       ^     '  a-^bx-\-cx^-\-dx'-{-... 

A-\-  Bx-]-  Cx-"  4-  Dx^  H-  etc. 

a-\-  bx  -\-  cx^  -|-  û?x^  4"  '^tc. 

par  l'hypothèse  :  on  aura  donc 

m{A-JfBx+Cx-'+Dx'^-^e\c.')__  ^-faCjr-f  5Px'-hetc. 
a  +  ôx+cx^+Jx^+etc.         Z>+2cx  +3c/x^+ * 

et   chassant  les  dénominateurs, 
7n(v^4.Z?x4-<?x"+Dx34-£x4+etc.)(6+2cx-h3f?x*+4ex34-etc.) 
=^(Z?4-2  Cx-f-3Dx^+4£x3-l-etc.)(a-|-èx4-cx"-hc?x^4-ex^+etcO  : 

faisant  les  multiplications  indiquées  ,  il  viendra 


mbA-^  mbB 


x-j-  mbC 
-\-  zmcB 
-^"SmclA 


x^+  mbD 
-\-5mdB 


x3+  m^'^lx-^-fetc." 

+  2mcD 

-\-'5mdC 

+  /^meB 

+  bmfA 

x^-fetc. 


'aB-\-'3.aCx^'ùaD  x^-\-4aE  x^4-5«F, 
+  bB    4-2èC      +36D      -\-4bE 
-jr  cB\.    -i-2cC     -\-'5cD 
4-  dB      -hfidC 
I     +  eB\ 
En  comparant  les  coeiïiciens  des  mêmes  puissances  de  x. 
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on  trouvera 
aD-=TnbA , 

3aD—{m-Q)bC-\-i-2ni—i)cB-^5mdJ, 

4aE=lm—3)bD-^(2in—9.yC+(3m—i)dB-\-4meJ, 

5aFz=(m—4)bE+icim—3)cD-}-(ùm—2)dC-{-i4m—i)eB+^mfJ, 

etc. 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  à  saisir  :  tous  les  coef- 
ficiens  B,  C,  D,  etc.  seront  déterminés  lorsque  A  sera 
connu  ;  mais  on  voit  qu'il  exprime  la  valeur  du  dévelop- 
pement lorsque  xr=o,  et  dans  ce  cas,  la  fonction  pro- 
posée {a-\-bx-\-cx''-tdx''-i- )'"  se  réduit  à  a"*  :  on  a 

donc  A  =  a'". 

En  calculant  d'après  cette  valeur,  celle  des  lettres 
B,  C,  D,  etc. ,  on  trouvera  facilement  que  la  piiissance  m 
du  polynôme  a-^bx-{-LX^"-T-dx^-^e\.c.  a  pour  expression 

1.2  \  1.2.Û  ' 

(  Tn{ni — i)    „,_,  ; 

+  ma'^-'cN     -f  — ^ ^a"'-^/'t 

'                               J  1,1 

-I-  ^a'^-'d] 

i(m-0(rn-2)(m-o)  ]    ,  ,  m(Ti-0(m-2)(m-3)(m-4)  ^^.5^5   U 

i.a.o.iv  i  i.2.o.4'->  I 


<+ 


m(m-0rm-2)^^_3^,  J  7n(m-i)(m-a)(m-5)  ^^_.^, 

1.2.1                             I  1.2.3.1 

1.1  /^  '  1.2.1 

1^jla--^cA  +'  mCm-i)(m-2)  ^,_3^^,  ^+etc 

1.2  1  '  ^1.1.2 

I  I  7n(m-i)    ,„    ,, 

ma'^-'e     I  4-  — ^^ ^  a'^-'be 

I  ^  11 


1  .  1 


m(m-0  ^_,^^^ 

1.1 

4,  ma'"-'/  ; 
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Moivre,  qui  donna  le  premier  la  formule  précédente  , 
fît  aussi  remarquer  la  loi  suivant  laquelle  on  peut  former 
chacun  des  termes  qu'elle  contient  j  mai?  comme  Je 
n'aurai  pas  occasion  de  l'employer  fréquemment ,  je 
ne  m'arrêterai  pas  d'avantage  sur  ce  sujet.  J'ob- 
serverai seulement  qu'il  n'existe  point  de  fonctions 
algébriques  qu'on  ne  puisse  développer  par  ce  qui 
précède  ;  car  les  plus  générales  ne  sauraient  être  que 
des  combinaisons  de  monômes  ou  de  polynômes  élevés 
à  des  puissances  positives  ou  négatives,  entières  ou 
fractionnaires.. 

De  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  général  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  du  nombre  de 
leurs  termes. 

88.  J'ai  donné  dans  le  n?  22g  des  Élémensla.  somme 
des  termes  d'une  progression  par  différences, 

a,  b,  c,   .  .  .  .  k,  l, 

dont  la  différence  était  «l" ,  et  le  nombre  des  termes  n  ; 
je  suppose  maintenant  qu'ion  élève  chacun  des  termes 
de  cette  série  à  une  même  puissance,  et  je  vais  con- 
sidérer la  série 

c"',  è",  c'», ft'",  /". 

On  forme  d'abord  le  développement  de  ces  quantités 
en  élevant  à  la  puissance  m  chaque  membre  des 
équations 

b  —  a-^-ê-,     c  =  3  +  «^,  .  .  .  .  /  =  /£+J^, 

et  on  a 

i"  r=  a'"  +  -  a'"-'*^-!-  ^^^-^  a'«-=«^»4-etc.,; 
1  I  .  a 

c"  =  b"^  4-  -  ^»'"-i^+  ^^--^  è'"-'«^*4  etc.. 

1  1  .  a 
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d-  =  c-+^  c— '<r+  "<I!l-ll  c'"-^^4-  etc., 
'1  1  ,  a  ' 


/"»  =  yt-"  +  -  /{'"-'J^  4-  ^11^-il  ^'—^J^»  -f-  etc. 
1  '         1  .  a 

En  ajoutant  respectivement  entr'euxles  premiers  et  les 
seconds  membres  de  ces  équations  ,  effaçant  les  termes 
communs  aux  deux  sommes  ,  et  transposant  a'^'  dans  la 
première ,  il  viendra 

4-  etc. 
posant  alors 

a  -{-  b  +  c ^  k  -\-  l  ^  S,, 

a'+  b^-{-  c^ +  ^'+  ^'«=  «^a, 

a'"-\-  6"+  c". +  /£'"+  /"=  6',„, 

dn  aura 

a  +  b  +  c -j-  k  =  S,—  l, 

a*+  Z>=-f-  c* +  k'=  S^—  l\ 

0-"+  ô"*-!-  c"* +  hr=  Sm—  i'"; 

et  d'après  cette  notation ,  l'équation  (1)  se  changera  en 
1  1  .a 

Ce  résultat,  exprimant  une  relation  enti-e  les  diverses 
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sommes  Si,  5"» , 5m_, ,  fera  connaître  la  der* 

uière  lorsque  les  autres  seront  données. 
Supposons  d'abord  771  =  1  ,  il  viendra 

br  ^oZ^a'+è^H-c" +A-»  +  /»'=:«: 

on  aura  donc 

/  —  a  z=  Qi  —  1  )  «^, 
ou  bien 

/  =  a  +  (7t—  l)<^, 

ainsi  qu'on  l'a  obtenu  n°  aaS  des  Elémens^, 
Faisant  ensuite   m=^  2  ,  on  aura 

et  en  mettant  —y-  poui"  -^o — ^^   on  trouvera 

/>  — a^  =  2<^  (5,  —  /  ) -f- «^  (/— a)  , 
d'où 

_  l'-a'+ê'l-h^a  _  (/— fl-f-J^)(/4-a)  ^ 

*^'-~  2J^  ""  2c^  "    ' 

et  comme  /  —  a-\-^=n^,  on  obtiendra 
n(a-[-l) 

de  même  que  dans  le  n°  229  des  Élémens, 
La  supposition  de  m.  =:  3  donnera 

substituant  dans  cette  équation  pour  S^ — /"  et  Si — /, 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra 


P 


, 
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et  donnera 

Il  est  facile,  en  continuant  ainsi ,  de  parvenir  aux 
valeurs  de  53,  S^,    etc. 

89.  Thomas  Simpson  a  donné  aussi  un  moven  très 

simple  pour  obtenir  immédiatement  la  somme  des  puis- 

•ances  semblables  des  termes  de  la  progression  par  dilTé- 

rences,  et  qui  revient  à  peu  près  à  ce  qui  suit. 

,               .,            .               ,          ^      (a+hn 
La  somme  des  premières  puissances  étant  0,= , 

,   .    <^  ^ ,  aa—^     ,       ,  , 

devient- n^H n,  lorsqu  on  met  pour   /   sa   va- 

leur  a-f-(" — O^i  l'analogie  porte  à  conclure  de  là 
que  la  somme  des  puissances  du  degré  m  peut  être 
exprimée  par 

^n»-^'  -h  Bn'"  +  Cn'"— -f  ^^//i , 

les  lettres  A,  B,  C,  .  .  .  .  M,  désignant  des  quantités  in- 
dépendantes de  n;  on  aura  donc ,  dans  cette  hypothèse  , 

^„m-t-.  _j_  ^„m  _|_  Cn""-! ^  Mn  = 

a'"4-(a+«^)'"+(«+2^)'" -f  [a-f-(n— O^T]-". 

Mais  si  l'on  augmente  la  progression  proposée  du  terme 
e-f-"^  consécutif  à  a-\-(n — 1)  ^  ,  le  nombre  des 
termes  deviendra  alors  n-f- 1  ;  et  substituant  ce  dernier 
au  lieu  de  n,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  ci- 
dessus  ,   on  trouvera 

^(,,4. 1  )".+'_^5(n-j- ,  ) -"-f- C(n-f- 1  r-' . .  .+3/(/i4- 1  ) = 
retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  qui  pré- 
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cède,  il   viendra 

+  yT/=CG+«0"'- 

En  développant  les  deux  membres  de  ce  résultat,  et  en 
les  ordonnant  par  rapport  à  n  ,  il  prendra  la  forme 

_ Jn"'+  ^  ^—Jn"'~'-\-^    ^  ^    ^      -.JAii""-^  4  etc. 

1  X.i2  1.2.3  ^ 

1  1.2  ' 

-f- Cft'"-='+etc. 

~J'"^mi     !^  fl(^'"-'7i'"—  +  ^^^^~~JJ  a'J^"— »7i'"-"4-etc. 
1  1.2 

Égalant  entr'eux  les  coelTiciens  des  termes  semblables 
de  chaque  membre,  on   aura 

1.211 

1.2.3  1.2  i  1.2  ' 

(m4-0K^-0("^-^)^^  1  m(m-i)(m-2)^      (7n-i)(m-2)         ^I^^, 
1.2.3.4  1.2.5  i.a  1 

1.2.3  ' 

etc.  i 

d'où  on  tirera 


m  +  1  ' 
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^•3  û  2.3  iTsTl      ^' 

etc. 

Si  dans  ces  formules  on  fait  successivement  m  =  i , 
m  =  2,  m  =  3,  etc.,  que  l'on  substitue  dans  l'expression 
An'"    ^-^Bn'^-^-etc. ,  les  valeurs  qu'elles  donneront  pour 

les  coefficiens^,  5,  C,  ,  et  que  l'on  désigne  comme 

ci-dessus  ,  par  5",  la  somme  des  premières  puissances  , 
Sa  celles  des  secondes ,  S3  celles  des  troisièmes..... ,  on 
trouvera 

C    __«^     2    ■    2(2— «^ 

3  2  ^  g ". 

4  2  '  /  "■  n n. 

4  2 

__  90.  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  valeurs ,  mais 
J  en  ferai  l'application  à  la  progression  formée  par  la 
suite  naturelle  des  nombres 

ïj   2,   3,    .  .   .   .  n. 
Dans  cette  progression, 

û=i,       ^=1,       l=,n, 
et  par   conséquent 


So  =  n 

n 

~  7' 

2 

a 

Compl.  des  Élém.  d'Al^.  ,3 
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"^»  —  6  ~"  1.2.3     "     ' 

s,  = -——' 

etc. 

qi.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  trouver  la 
somme  de  toutes  les  progressions  dont  le  terme  général 
est  exprimé  par  des  puissances  entières  et  positives 
de   71. 

En  effet,  si  le  terme  général  d'une  série  était  an'',  la 
quantité  a  ne  changeant  point,  il  est  évident  que  la 
somme  de  cette  série  ,  dont  chaque  terme  se  tire  de  l'ex- 
pression a/i?,  en  faisant  successivement  n=i,  n=.2,  etc., 
serait 

iP  ff  4-  sPa  +  5Pa  -f  4Pa  .  .  .  -  .  4-  7iPa 
=  (iP+yP-f  ÛP-I-4P -j-nJ')az::^  aSp. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  de  la  série  dont  le  terme 
général  est  an^  +  bni,  a  pour  expression  aSp  4"  bS^  ; 
car  chacun  des  termes  de  cette  série  est  la  somme  des 
termes  qui  se  correspondent  dans  les  séries  dérivées  de 
anP  et  de  bn'>. 

Eniîn  le  terme  général  étant  anP+bni — en',  la 
somme  sera  aSp  -}-  bS^  —  cSr ,  puisque  chaque  terme  de 
cette  dernière  suite  est  égal  à  la  différence  entre  les 
deux  termes  qui  se  correspondent  dans  la  série  dérivée 
de  anP-i-biii,  et  dans  celle  que  donne  c?i";  et  il  est 
évident  qu'on  doit  obtenir  le  même  résultat  en  faisant 
la  soustraction  terme  à  terme,  ou  en  prenant  la  différence 
des  deux  sommes  respectives. 

92.  Soient  pour  exemple  les  suites 

n 
1,2,  3,   4, Y 
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n(rt  +  i) 


1,3,  6,10, 

1,4,10,20, 


1.2         ' 
72(71  4-  l)C'î-f-2) 


1.2.3  * 

etc 

qui  contiennent  les  coeJîlciens  des  termes  du  dévelop- 
pement des  puissances  négatives  du  binôme ,  et  dont 
les  termes  généraux  sont  les  coelliciens  relatifs  à  la  puis- 
sance —  n. 

La  première  est  la  progression  par  difTérences,  dont  le 
terme  général  =  ra  ,  et  est  égale  par  conséquent  à 

71*  -f-  71  n{n  -f-  1  ) 

a  2       * 

La  seconde,  dont  le  terme  général  est 

n(7i4-  0  __  n^-f-rt 
1.2  2        ' 

peut  être  considérée  comme  la  moitié  de  la  somme 
des  suites 

1  +  4  +  9  +  i6 +  n\ 

1  -H  2  -I-  3  -f    4 +  "• 

La  somme  de  1  une  étant  62^= 5-^ ,  et  celle  de 

b 

1  autre  5i  = ,  on  aura 

2 

5a-f  5i  __  n^-}-5/l'-|-2rt  __  72(n-fl)(re-f-2) 
2  6  1 .2.3 

La  troisième  suite  proposée,  ayant  pour  terme  général 

7i(n-l- OT/î-l- 2")        n^ -\-Zn^ -\- zn  ,, 

-• —^ =:  ■  ■  ■     '  ^ ,  peut  se  decompo- 

i3.. 
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eer  en  trois  autres ,   dont  les  termes  généraux  seront 

respectivement  -^r,  -^ ,  -^;  et  il  est  aisé  devoir  que 
bob 

c 
les   sommes  de  ces  suites  auront  pour  expressions  ■— , 

~c~  t  ~^~  j  ^t  que  par   conséquent  celle   de   la    suite 
proposée  sera 

6  24  1.2,3.4 

Les  suites  que  je  viens  de  sommer  font  partie  de 
celles  qui  sont  comprises  sous  ladénomination  de  nornèref 
Jigurés,  à  cause  de  leur  rapport  avec  certaines  figures 
de  géométrie.  On  voit  que  la  somme  de  chacune  est 
la  même  chose  que  le  terme  général  de  la  suivante; 
en  sorte  que  la  seconde  est  formée  des  sommes  par- 
tielles de  la  première  ,  la  troisième  l'est  de  celles  de  la 
seconde,  et  ainsi  des  autres  (*). 


(*)  La  premièie  suite  de  cetariicle  est  celle  des  nombres  naturels; 
la  deuxième,  celle  des  nombres  triangulaires  ;  la  tioisième,  celU 
des  nombres  pyramidaux. 

La  somme  de  deux  termes   consécutifs  de  la  série   des  nombres 

,  -                    •                           .          (n—i)n       n(n+i) 
triangulaires  esl  touj.ours  un  quarre;  car f-  -i -=  «». 

Le  terme  général  de  cette  série  exprime  aussi  la  somme  de  la 
suite  naturelle  des  nombres,  depuis  i  jusqu'à  n  (9i)j  et  étant  élevé 
au  quarré,  il  donne  la  somme  Si  de  leurs  cubes. 

En  prenant,  au  lien  de  la  suite  naturelle  des  nombres,  d'abord 
la  progression  par  différences, 

T,3,  5,  7,.... 

commençant    encore  par  l'unité,   mais   dont  la  raison  est  a,   le* 
sommes  partielles  formeront  la  suite 

1,4,  9;  16, des  nombre*  quarrét  ou  quadrangulairn; 
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Des  séries  récurrentes. 

93.  On  a  vu  (  Élémens ,  235  )  la  progression  par 
quotiens , 

a  -^  aq  -}-  aq^  -f"  ^1"  "f"  ^^c.  , 

naître  du  développement  de  la  fraction ;  ceci  con- 
duit naturellement  à  examiner  les  séries  qui  peuvent 
résulter  du  développement  d'une  fraction  quelconque. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  la  fraction  —, -j-;  pour 

'^^  ^  a-j-yx 

prenant  ensuite  la  progression 

dont  la  raison  est  3,  les  sommes  partielles  formeront  la  saite 

X,5,i'i,i2, . . .  .  des  nombres  pentogonaux ; 

et  en  continuant  ainsi,    on  obtiendra  les  nnntbres  polygones ,  qui 
sont,  comme  on  le  voit,  les   sommes  d'une  progression  par  dilTe- 
rences,  ayant  pour  premier  terme  l'unité  ,  et  poar  raison  le  nombre 
des  côtes   du    polygone  diminnc  de  deux  unités. 
Si  on  désigne  ce  nombre  par  c ,  et  cju'on  fasse 

a=i,       <r=c — 2,       l-=.i-{.[n — i)(c  — a) 

dans  la  valeur  de  Si   du  n'  88,  on   trouvera 

^,  =  [3  +  («  -  i}fc -^ 2)]  ^  =  «  +  — "-p^  (c -  2) 

ponr  le  ferme  ge'ne'ral  des  nombres  polygones. 

Quant  à  leur  interprétation  géométrique,  en  peut  consnlter  la 
note  de  l'article  43^  du  premier  \olume  de  VAIghhre  cTEuler-, 
ou  l'article  figuré,  dans  le  Dictionnaire  de  Malhém.  de  VEncy~ 
clopédie  méthodique  (  tom.  II ,  page  ao^. 
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la  développer,  on  peut  se  servir  de  la  formule  dubinome  J" 

puisque  ■>       ./    =  a{a  -j-  b'x)~\    ou    bien    encore 

Cl    -j-  U  X 

supposer  que 

-r-^,—  =  ^  +  J5x  -f-  Cx»  4-  £>x3+  Ex^  +  etc. , 
u  -j-  0  X 

les  lettres  A,  B,  C,  etc.  désignant  des  coefïlciens  indé- 
terminés. En  multipliant  les  deux  membres  par  a'-f-i'x, 
et  passant  tous  les  termes  dans  un  seul ,  on  aura 

a'A  +  aB\x  +  a'C\x^+ u'D\x^  +  etc.i  __ 
— a-f-M     +b'B[     +b'C\       4-etc.j"'^' 

cette  équation  devant  avoir  lieu ,  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  x,  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  coefTi- 
ciens  de  chaque  puissance  de  a: ,  ce  qui  donnera 


d'A  —  a       —  0, 

1 

l^-    T'* 

a'B  +  l'A  =  0} 

I                   a 

a'C  +  h'B  =  o) 

d'où 

t  =  -?^. 

dD  +  b'C  =  0} 

l 

^  =  -j'C. 

etc. 

[etc. 

et  on  voit  que  chaque  coefficient  de  x ,  de  la  suite 
A  +  Bx-^  Coc^  -\-  Dx^  -f-  etc.  est  formé  ,  dans  le  cas 
actuel,  de  celui  qui  le  précède,  multiplié  par  la  quantité 

»—  — ,  ou  que  chaque  terme  est  le  produit  de  celui  qui 

h'x 
le    précède    par  -—  —7-. 


DES    ELEMENS    D  ALGEBRE. 


199 


Soit  encore 


"  ^^^-7-1:  =  J+Bx-i-Cx^  +  Dx^  -f  etc.  ; 


a-{-b'x-\-cx:' 

en  opérant  sur  cette  fraction  comme  sur  la  précédente, 
il   viendra 


aA-\-nB 
^a+b'A 
—b 


-\-b'B\     +b'C 
-\-c'a\     -\-c'B 


4-etc.    i  = 
+etc.  J 


et  on  aura  par  conséquent 
a  A — a  =:  o, 
aB-]-b'A—b  =  o, 


A  —  - 

iB  =  '—^:^, 

a 


a'C-\-b'B-\~c'A  =  o,| 

a'D-\-b'C-\-c'B  =  o, 
etc. 


d'où 


etc. 


—c'A—b'B 


—c'B—b'C 


Ici  chaque  coefTicient,  à  partir  du  troisième ,  est  déter- 
miné par  les  deux  qui  le  précèdent,  multipliés  respecti- 

•  ,        c          b' 
vement  par  les  quantités 7, ;,  et  par  conséquent 

chaque  terme  de  la  série  se  forme  des  deux  précédens, 

c'x"^           b'  c 
multipliés  respectivement  par  — — j- , -, 

Enfin  soit,  pour  dernier  exemple  , 

a-\-bx-^cx^ 
,,i7,T^^    .    3=  A^Bx+Cx^+Dcé^+^\c.  ; 

on  trouvera,  dans  ce  cas,  que  le  coeîTicient  d'une  puis- 
sance quelconque  de  X  dépendra  des  trois  qui  leprécèdent. 
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d'         c' 

multipliés  respectivement  parles  quantités  —-7  , ;> 

—  — ,  et  qu'un  terme  quelconque  de  la  suite  sera  formé 

par  les  trois  précédens  ,  nmltipliés  respectivement  par 
à:x'^    ■       c'x^  h'x 


Il  est  facile  de  conclure  des  exemples  ci  -  dessus , 
qu'une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

a-^hx-\-  cx^ -f-P'^'""* 

CL  -}-  h'x  4-  ex'' -f  p'.c'"-'  +  qx"^ 

engendrera  une  suite  dans  laquelle  le  coefTicient  d'un 
terme  quelconque  dépendra  d'autant  de  coefliciens  pré- 
cédens qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  haut  exposant  du 
dénominateur.  Il  faut  cependant  observer  que  cette  loi 
ne  commence  qu'après  un  nombre  de  termes  égal  à  cet 
exposant. 

Les  termes  précédens  peuvent  présenter  des  lois  très- 
diverses  ;  et  Ton  se  tromperait  grossièrement  si  on  appli- 
quait à  toute  la  série,  ces  lois,  particulières  à  ses  premiers 
termes.  Par  exemple,  si  On  développe  la  fraction 

1  -I-  5:c  +  7:c'  4-  iBx^ 

1  4-x  +  X'  -\-x^-\-x^  * 

on  formera  la  série 

1  -f2x  +  4x='-f-8a;^—  1 5x^ -f- 0^5 4-2x^4- 4a;'' _^ etc., 

dont  les  quatre  premiers  termes  annoncent  une  pro- 
gression par  quotiens  ayant  q.x  pour  raison. 

Cette  remarque  est  importante,  parce  qu'elle  fait 
bien  voir  comment  la  simple  induction,  tirée  de  l'ins- 
pection d'un  certain  nombre  de  termes  ,  diffère  du  rai- 
sonnement par  lequel  on  conclut  d'une  suite  d'équa- 
tions dont  la  forme  régulière  résulte  de  la  marche  du 
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calcul ,  la  valeur  d'un  terme  général  qu'on  ne  saurait 

atteindre.  {^Voyez  l'observation  du  n"  80,  p.  167.) 

.  ,          q'                à!           c'            h' 
Les  quantités  —  -^j .... 7, -, , 7>  P^r 

lesquelles  il  faut  multiplier  les  coefficiens  des  termes  qui 
précèdent  celui  qu'on  cherche,  portent  conjointement 
le  nom  à' échelle  de  relation;  et  la  relation  constante  qui 
existe  toujours  entre  un  même  nombre  de  termes  consé- 
cutifs de  ces  séries,  les  a  fait  appeler  séries  récurrentes. 
L'équation  qui  termine  la  page  8  et  qui  donne 

fait  voir  que  la  somme  des  puissances  (m  +  n)'''""  des 
racines  d'une  équation  quelconque  forme  une  série  ré- 
currente dont  l'échelle  de  relation  —  P, .  .  . — T,  — f/, 
se  compose  des  coefliciens  de  cette  équation  (*), 

( * )  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  rapport  de  deux  tciines 
coDsécntifs  de  cette  série,   savoir, 

Sr^,  _  «'•+■  -f-  .s-'+'jf  >"+'  -y-  $•■+•. . . 

Sr   ~  â-W-'/S-W- >"" -h  <f^  •  • .  ' 

pouvant  être  mis  sous  la  forme 

I  4- h- 1 •■• 

<*"■■+■'         a."""^'         a.'"^' 


I  +— ,+  ^  +  — • 


approche  d'autant  plus"  d'être  égal  h  * ,  çpie  cette  quantité  est 
plus  grande  par  rapport  à  /S,  y,  -i^,...,  et  que  l'exposant  r  est 
plus   fort  {Elém.  12G). 

Si  donc  CE.  était  la  plus  grande  racine  de  l'e'quatioa  proposée,  et 
que  toutes  les  autres  fussent  réelles,  on  en  trouverait  des  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées,  en  formant  la  suite  indiquée  ci-dessus. 
Mais  ce  procède  ,  sujet  d'ailleurs  à  quelques  exceptions  ,  étant  moins 
commode  que  celui  du  n»  3i5  des  Elém.  cC Alg.  ,  je  ne  m'y  ar- 
rêterai pas.  (\oy.  le  Traité  de  La  Résolution  des  Equations 
numériques ,  parLagrange,  note  VI.) 

En  opérant  de  même  sur  les  sommes  des  puissances  négatives,  oa 
trouvera  la  pins  petite  racine  au  lieu  de  la  plus  grande. 
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Une  progression  par  dilTérences  est  aussi  une  suite 
récurrente  ;  car  en  écrivant ,  à  la  place  de  la  lettre  ^(88), 
la  différence  de  deux  termes  consécutifs  ,   on  aura 
c=^b-\-b — a-=.2b — a ,     d=.c-\-c — &=2c — b ,     etc. , 

ce  qui  fait  voir  que  l'échelle  de  relation  a  deux  termes, 
2   et  —  1. 

g4-  O^  peut  se  proposer  pour  ces  séries, comme  pour 
les  progressions  ,  les  deux  questions  suivantes  :  i°.  Dé^ 
terminer  r expression  d'un  terme  quelconque ,  indépen- 
damment de  ceux  qui  le  précèdent ,  ou  le  terme  général. 
2°.  Trquverla  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
de  ces  suites.  La  deuxième  question  est  la  plus  facile  à 
résoudre;  aussi  commencerai-] e  par  celle-là. 

Soit  A-\-B+C-}-D -{-  H+I  +  K-^L 

une  série  récurrente  dont  chaque  terme  ne  dépende 
que  des  trois  qui  le  précèdent;  cet  exemple  suffira  pour 
montrer  comment  le  procédé  s'appliquerait  atout  autre. 
La  nature  de  la  série  proposée  fournira  les  équations 
suivantes  : 

pA  -\-  qB  -\-  rC  -{-  sD  =  o, 
pB  -i-  qC  -}-  rD  -i-  sE  =  o, 
pC  -^  qD  -{-  rE  •{-  sF  =  o, 
pD  \-  qE  -{-  rF  +  .sG  t=  o, 


pli  -f  (jf/  -f-  rK  -^  sL  =  o. 
En  prenant  la  somme  de  ces  équations  ,  il  viendra 

pdA+B^C+D -f//)-f.,;(5-fC+Z?...+/)î       ^. 

+rÇC+D -i-K)+siD +L)J 

et  si  on  désigne  par  /la  somme  de  tous  les  termes  de  la 
série  proposée,  on  aura 

pW—I-K—L)  +  qif^J^K-L)^  ^ 
-^rW—A-^B-^L)  4-  s{f-^A—B-^C)y 


DES   ÉLÉMENS   D'ALGÈBRE.  ao3 

d'où  on  tirera J  ^^^ 

;,(/.4-A'+L)4-t;(^-4-A^-l-/:)+r(^+/?-f-/^^+-<^+^^-^Q. 

On  voit  par  conséquent  que  la  somme  demandée  ne 
dépendra  que  des  trois  premiers  termes  et  des  troia 
derniers. 

95.  La  même  méthode ,  duc  à  Thomas  Simpson  ,  fait 
connaître  aussi  la  fraction  d'cù  la  série  proposée  tire 
son  origine.  II  faut  pour  cela  considérer  cette  série 
comme  infinie ,  c'est-à-dire  faire  abstraction  des  der- 
niers  termes.    Dans    cette  hypothèse ,  le  nombre  des 

équations 

pA  -}-  qB  -{-  rC  -^  sD  =  o, 

pB  -{-  qC  +  rD  +  sE  ~  o, 
pC  -i-  qD  -h  rE  -i-  sF  =:  o, 
pD  -{-  qE  -{-  rF  -^  sG  =  o, 
etc. 

devient  illimité  i  en  les  ajoutant  ensemble  on  a 

p(^+5-hC+Z)+etc.)-|-c7CZ?-fC+Z>-hetc.)i       ^, 
-4-r(C+D+etc.)-f<D+etc.)  j         '• 

ce  qui  donnera 

'  pf'\-q<J—^)^r(J—A^B)J^,{f—A—B—C)^o , 

si  on  représente  par /la  somme  de  tous  les  termes  de 
la  série  continuée  à  l'infini,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  fraction  qui  l'a  produite  par  son  développement.  De 
cette  équation ,  on  tire 

qA  +  r{A-hB)  +  siA-hB  +  C)^ 
p-^q  +  r-\-s 

Soit,    par  exemple,  la  série 

1  +  2x  4-  8x^  -f-  280:^  +  loor^  +  etc. , 


2o4  com'plément 

dans  laquelle  chaque  terme  est  formé  des  deux  précé- 
dens  ,  multipliés  respectivement  par  2.x^  et  par  ^x , 
comme  on  peut  s'en  assurer  en  remarquant  que 

8a^='=iX2x^+2a;X3a;,28x3=2jcX2x'4-8a;^X3j;,etc., 
on  aura 

^=xi,  B  =  ax,  C=8x%  D  =  a8x\  etc., 
C  =z  ax^A-{-'5xB^  t—2x^^—3xB+C=zo, 

D  =  zx^B-j-5xci  ou  -j  ~ax^B^5xC-\-D=zo, 
etc.  j  (.etc. 

ce  qui  donne 

p  =  —  2a;*,     ^=  —  3x,     ^=1,     5  =  0, 

^  1  — a:  X —  I 

et      /= 


—  2.x''  —  3j?  +  1        flx^  +  3a;  —  i  ' 

et  si  on  développe  en  effet  cette  fraction ,  on  retombera 
sur  la  série  proposée. 

96.  On  peut  aussi  tirer  du  n°  93,  indépendamment 
de  la  considération  de  l'infini ,  l'expression  de  la 
fraction  génératrice  d'une  série  récurrente.  Dans  ce 
numéro ,  l'équation 

;;.^^;t^  =  ^+^,+  C.>  +  etC. 

ayant  conduit  aux  suivantes , 
aui  —  a  =  o  , 
a'B  +h'A—b=o, 

81  on  substitue  dans  la  fraction  —  ,  ,. — — ,  ■■, ,  les  va- 

a  -\-b  x-^c  x'^ 

leurs   de   a  et  de   è  données  par   ces  équations  ,    on 

obtiendra 
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a  A  -j-  {a  B  -j-  b  yf)x \  a      J 

d -\- h' X  A- c  x^  ,   b'       .   c'  * 

1  +  -  x+  —  X» 
a  a 

et  SI  on  tait  -r  =  o  ,  —  =  p  ,  on  aura 
a  a 

A^iB  +  q'J)x 

Ici  la  fraction  génératrice  ne  contient  plus  que  les  coef- 
ficient des  deux  premiers  termes  de  la  série  proposée, 
et  les  deux  termes  de  l'échelle  de  relation  des  coefii- 
ciens  de  cette  série ,  pour  lesquels  on  a 

p'A-\-qD-\-C  =  o, 
p'B  ^  q'C  -\-  D=  o, 
etc. 

Dans  l'exemple  du  numéro  précédent , 

A  =  i ,  B  =z  2  , 

p'  =  —  a,  9'  =  —  0, 
et  par  conséquent 

A-^(,B-{-q'  A)x  1  —x 


1 -\- q' X -\- p  x'"         i — Sx  —  ax** 
comme  ci-deisus. 

Si  on  fait  q'  =■  —  2 ,  p'  =  1 ,  on  trouvera 
A-\-{B—2.A)x  _A-\-{B  —_^A)x 

1  —  2x-\-x^  (1 — xy 

pour  la  fraction  génératrice  d'une  progression  par  dif- 
férence quelconque  (33)  consid-'rée  comme  infinie,  les 
coefficiens  A  et  B  se  déterminant  par  les  deux  pre- 
miers termes  de  cette  progression. 

On  construirait   de  même  des  formules  pour   re- 
trouver la  fraction  génératrice  des  séries  récurrente» 
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dont  l'échelle  de  relation  contiendrait  un  plus  grand 

nombre  de  termes. 

Ce  qui  précède  suppose  que  la  série  proposée  soit 
ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité  x  ; 
si  l'on  avait  la  série  purement  numérique 

1  -f-  2  Hf-  8  -f-  28  -|-  100  -}-  etc. , 
il  faudrait  prendre  à  sa  place  la  suivante  , 

1  -f-  2x  +  8a.*  -4-  o.^x^  -f-  loox'^  +  etc. , 

qui  rentre  dans  la  série  proposée,  lorsqu'on  fait  a:=i. 

En  rapprochant  ceci  de  l'expression  de  Sm+n  (93)  j 
on  trouvera  facilement  la  fraction  dont  elle  dérive. 

97.  Je  passe  maintenant  à  la  seconde  question, 
qui  a  pour  objet  la  recherche  du  terme  général  (94)' 
Pour  donner  une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  se  ré- 
soudre, examinons  quelques-unes  des  séries  récurrentes 
les  plus  simples.  La  première  est  celle  qui  tire  son  origine 

de  la  fraction  —7-7-77—  >  et  qui  revient  à  une  progression 
par  quotiens  dont  la  raison  serait -,  et  le  pre- 
mier terme  -7  :    il   est    facile   de    voir ,     d'après    cela 
a 

(^Élém.  23i) ,  que  le  terme  général ,  celui  dont  le  rang 
est  marqué  par  n ,  doit  être 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  n  —  1  sera  pair, 
et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

On  donnera  à  ce  résultat  une  forme  plus  simple,  en 

faisant  T7  =  «,  T7=«'i  la  fraction  proposée  ,  la  sé- 
b  0 

rie  qui  en  dérive  et  le  terme  général  de   cette  série 
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deviendront  alors 

et  a         ux         «X*  t      -+-  *'^'''** 

98.  Vient  ensuite  la  série  qui  résulte  du  dévelop- 

pement  de  la  traction  -7--T7 — : — 7— i  >  traction  quon 
^  a  -4-0  x-\-c  X* 

,     .                      .1       •             ce  ^  . 

peut  écrire  comme  il  suit ,  —, n j  taisant,  pour 

c         c 

abréger,  -7  =  « ,  —,z=z[i^  —  =  «'—  =  /3',  elle  se chan- 
c  c  c  c 

géra  en  ■VT-77-.— -r — l-   ^^   P  ^^  ^  désignent  les  deux 

ce     I     /O  ^      r~  JC 

vacines  de  l'équation  du  second  degré  x^-{-/i'x-\-»=.o  y 
la  quantité  x*-{-/3'j:-f-<«'  sera  le  produit  des  deux  fac- 
teurs X — p  et  X — q;   on   aura  donc 

«  -4-  /3.r      «  4-  /3x 

«'+  /3'a:  -J-  X»  "~  (p  — j)(9--x)* 

Il  est  naturel  de  penser  qu'une  fraction  dont  le  déno- 
minateur est  composé  de  plusieurs  facteurs  simples, 
peut  résulter  de  la  réduction  au  même  dénominateur,  et 
de  l'addition  des  fractions  ayant  ces  facteurs  simples 
pour  dénominateurs  ;  et  c'est  ce  qui  se  voit  de  1^  ma- 
nière suivante.  On  suppose 


ip  —  x)iq  —  x)       p  —  x       q—x 

P  et  Q  étant  des  quantités  indéterminées  et  indépen- 
dantes de  X  ;  en  réduisant  au  même  dénominateur  les 
deux  fractions  du.  second  membre ,  on  trouve 

•  +  dx  =^  iPq  -H  Qp)  -  (P  -f  Q)^> 
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ce  qui  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  si  tf=:Pq-\-Qp 
et/3=: — (Z'+Ç*);  et  pour  remplir  ces  conditions,  il 
suffit  de  déterminer ,  par  les  équations  ci-dessus ,  les 
quantités  P  et    Q  :  on  trouvera 

P—_  «^H-r/^        Q—tjhSl 

P  —  9  '  P— ^* 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

«  +  /SX      _     P     ,      Q 

1"  1^'    ~  > 


«  4-/3'a;  -j-  x*       p  —  X       q  —  x 

et  comme  chaque  fraction  du  second  membre  peut  se 
développer  dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  a: ,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  termes  qui  se  cor- 
respondent dans  ces  séries  ,  sera  égale  au  terme  qui 
occuperait  le  même  rang  dans  la  série  résultante  du 
premier  membre;  le  terme  général  de  cette  dernière 
s'obtiendra  donc  en  ajoutant  ceux  des  deux  premières, 

qui ,  d'après  ce  qui  précède ,  seront  —^ —  ,  -^^-^ — .   Il 

suit  encore  de  là  que  la  série  résultante  de  deux  pro- 
gressions par  quotiens,  ajoutées  terme  à  terme ,  est  ré- 
currente. 

99.  Dans  le  cas  où  on  aurait  p=.q,  c'est-à-dire  ou 
les  deux  facteurs  du  dénominateur  seraient  égaux  entra 

eux ,  on  ne  saurait  décomposer  la  traction  -; - 


«4-/3  X-+ a;* 

en  deux  autres  de  la  forme  ,  — -^^ —  ,     car     on 

p  —  X     p X 

trouverait 

■    P  — _l±Pf  n--l±^ 

et  ou  Toit  que  cela  doit  être  ainsi ,  parce  que  les  deux 
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P       0      , . 

fractions ,  — ^— ,  s'ajoutant  immédiatement,   ne 

p X      p X' 

peuvent  donner  qu'un  résultat  semblable  à  chacune, 
et  non  pas  semblable  à  la  fraction  proposée  :  il  faut 
donc  alors  tenter  une   autre  décomposition.    On  voit 

d'abord  que  la  fraction —  équivaut  aux  deux  sui- 

vantes , 7-, -,  et  que  la  dernière,  en  s  ecri- 

{x—pY    {x—pY 

.     .  /3  X  .         , 

vant  ainsi ,  X ,  revient  a 

X  —  p       X  —  p 


X   —  p  \  X  Dy/' 


P         \  X—p, 

puisque 

-^-=1  +  ^ 


X — p  X — p 

on  tire  de  là 

€t-^/iX    ei  j  /3  p/B 


ix—pY     {j^  —  pY     x—p     {x—pY^ 

ct+/2p ^ 

(p—xY       p  —  x' 

Nous  voilà  donc  parvenus  à  substituer  à  la  fraction  pro- 
posée deux  autres  fractions  dont  les  numérateurs  sont 
indépendans  àex.  Le  développement  de  la  première  est 

(-+*)&'-)--^\'  +  7  +  fVf+e,c.). 
série  dont  le  terme  général  est  évidemment 


et  celui  de  la  seconde    fraction  étant   exprimé    par 
Compl.  des  Élëni.  d'Al^.  14 
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î- ,  il  en  résultera 

'net  +  (re  —  0  /3p"n  t"~* 


D 


pour  le  terme  général  de  la  série  donnée  par  la  fraction 

loo.  Il  me  reste  encore  un  cas  à  examiner,  celui 
où  les  racines  de  4^uation  x^  +  /S'r  -{-  u  =z  o  sont 
imaginaires.  Les  facteurs  x — p  et  x — q  devenant  ima- 

ginaires ,  le  terme  général  ^^— ■  4"  ■^^"i; —  se  trouve 

compliqué  d'imaginaires ,  mais  qui  ne  sont  qu'appa- 
rentes, et  se  détruisent  mutuellement,  lorsqu'on  réduit 

les  quantités  — - — ,  -^-ir""*  ^^  même  dénominateur, 

et  qu'on  développe  les  puissances  indiquées.  En  efTet, 
si  on  met  pour  P  et  Ç  les  valeurs  trouvées  précédem- 
ment, qu'on  rassemble  les  termes  multipliés  par  /3  et 
ceux  qui  le  sont  par  « ,  on  aura 


(p  — ^K         (p— 9)9" 
~  l  {p-q)p''r     (p-9)p''~'9"-'/ 

or,  quand  p  et  q  sont  imaginaires ,  ils  peuvent  être  re- 
présentés par 

a-\-b\/'^    et    a-— ôy/^, 

ee  qui  donne 
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et  les  quantités 

p"— g»  =  (a  +  è  ï/^)*  —  (a  —  è  V/^)", 

deviennentaîors  delà  forme  a^V — i  eta^'^/ — i  (40î 
substituant  ces  expressioûi  dans  la  formule  ci-dessuS  ^ 
elle  se  changera  en 

/        .g  _^- N 

résultat  réel. 

101.  C'est  en  décomposant  ainsi  la  fraction  génératrice 
en  d'autres  fractions  plus  simples,  qu'on  peut  arriver  au 
terme  général  de  la  série  récurrente  qu'elle  produit ,  et 
qui  par  là  se  trouve  décomposée  elle-même  en  suites  ré- 
currentes d'un  ordre  plus  simple.  Il  faut  que  les  fractions 
partielles,  dont  l'ensemble  représente  la  fraction  pro- 
posée, aient  des  numérateurs  constans,  et  pour  dénomi- 
nateurs les  binômes  qu'on  obtiendra  en  cherchant  les 
facteurs  simples  du  dénominateur  de  celle-ci.  Ces  fac- 
teurs se  tirent  des  racines  de  l'équation  que  donne  Iç 
dénominateur  de  la  fraction  proposée ,  égalé  à  zéro  ; 
et  les  numérateurs  peuvent  s'obtenir  par  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés ,  comme  dans  l'exemple  du 
n"  98;  mais  quand  on  rencontre  des  racines  égales, 
la  forme  des  fractions  partielles  éprouve  des  modifica- 
tions analogues  à  celle  qui  a  eu  lieu  dans  le  n°  99  -, 
et  lorsqu'il  y  a  des  racines  imaginaires,  on  met  le  terme 
général  sous  une  forme  réelle,  en  le  développant,  de 
même  que  dans  le  numéro  précédent.  Tout  cela  exige 
des  détails  dans  lesquels  je  ne  saurais  entrer;  j'obser- 
verai seulement  que  la  recherche  du  terme  général  d'une 
suite  récurrente  est  comprise  dans  celle  du  terme  gêné- 

14..- 
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rai  de  la  formule  du  n"  86  ,  puisque  la  fraction 

a  +  Z>a7  4-  r.r' 4p.r"'~' 

revient  à 

(a+ôx 'j-px"'-')ia-^b'.v. . . .  +p'x'"-'-{-g'x'")-, 

et  que  par  Conséquent  la  méthode  dont  on  s'est  servi 
jusqu'à  présent  pour  trouver  ce  terme  général  est  très 
indirecte.  La  résolution  des  équations  qu'elle  exige 
introduit,  dans  l'expression  demandée,  des  quantités  irra- 
tionnelles qui  ne  doivent  point  y  entrer  :  la  réduction 
de  toutes  les  parties  de  cette  expression  au  même  déno- 
minateur, et  l'emploi  des  formules  relatives  aux  fonc- 
tions symétriques  des  racines  des  équations ,  feraient*,  à 
la  vérité,  disparaître  les  irrationnelles;  mais  il  n'en  ré- 
sulte pas  moins  que  la  résolution  des  équations  est  une 
difficulté  étrangère  à  la  recherche  du  terme  général  d'une 
série  récurrente. 

La  théorie  des  suites  est  une  des  branches  les  plus 
importantes  et  les  plus  étendues  de  l'Analyse;  elleréunit 
les  parties  élémentaires  aux  parties  transcendantes;  mais 
c'est  principalement  dans  celles-ci  qu'elle  est  d'une  ap- 
plication plus  fréquente,  et  elle  leur  doit  aussi  ses  prin- 
cipaux accroissemens.  C'est  donc  pécher  contre  l'ordre 
que  de  la  morceler,  ainsi  qu'on  le  fait  presque  partout, 
et  j'avoue  que  je  me  serais  abstenu  d'en  parler,  si  je 
n'y  avais  pas  été  forcé  pour  éviter  le  reproche  de 
n'avoir  pas  rendu  cet  ouvrage  aussi  complet  que  ceux 
qui  existaient  auparavant.  On  trouvera  d  ailleurs  tout 
ce  qui  concerne  la  doctrine  des  séries,  à  la  suite  du 
Traité  du  Calcul  différentiel  et  intés;i  al  déyÀ  cité.  Je  ter- 
minerai ce  sujet  en  exposant  succinctement  la  méthode 
que  Lagrange  a  donnée  dans  Its   Mémoires  de  l'Ai  a~ 


DES   ÉLÉMENS    D"aLGÈBRE.  2l3 

demie  des  Sciences  de  Paris ,  année  1772^  pour  recon- 
naître si  une  série  proposée  est  récurrente. 

102.  Soit  S  =:  A  -\-  Bx  -\-  Cx^  -{-  Dx^  +  etc.  une 
suite  dans  laquelle  les  quantités  A,  B,  C,  etc.  désignent 
des  nombres  donnés  ;  si  cette  suite  est  récurrente ,  elle 
doit  résulter  du  développement  d'une  fraction  ration- 
nelle (qS).  Je  suppose,  comme  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  le  plus  haut  exposant  de  x,  dans  le  numérateur  de 
cette  fraction ,  soit  moindre  d'une  unité  que  dans  le 
dénominateur;  si  le  contraire  avait  lieu,  le  procédé 
même  nous  le  ferait  connaître  ,  ainsi  qu'on  le  verra 
plus  bas. 

On  cherchera  d'abord  sila  série  .Ç  peut  être  le  dévelop- 

pement  de  la  fraction —  ,  et  pour  cela    on   fera 

S  = 7—  ;  d'où  il  résulte 

a-i-bx' 

\        a-\-bx        a    ,    h 
Sa  a        a 

ce  qui  montre  que  le  quotient  de  l'unité  divisée  par^ 
série  S,  ordonné  par  rapport  à  x,  ne  doit  renfermer  que 
deux  termes  seulement,   lorsque  cette  formule  vient  en 
effet  de  la  fraction  supposée. 
Soit,  pour  exemple, 

5  =  2  4-  4x  +  8x*  +  i6x3  -f-  etc. , 

on  fera  la  division  comme  il  suit ,  en  prenant  2  pour 
le  premier  terme  du  diviseur, 

1  I  2  4- 43: +  8x^4- 16x^4- etc. 

, Li_zLf . ^ 

—  1  —  2x  —  ^x^  —  Sx  *  —  1 6x^  —  etc. 
4-  2X  4-  4x=  4-  8x3  -f-  1 6^4 4-  etc. 
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on  aura 

p  =  ï,       9=— 1 

et       1=1- 

-«^. 

^'où  on  tirera  facilement 

5=- 

9 

Si  la  division  ne  se  termine  pas  ainsi  au  second  terme; 
la  série  proposée  ne  sera  point  le  développement  d'une 

fi-action  telle  que r—  ;  il  faudra  essayer  alors  si  elle 

ne  vient  pas  d'une  fraction  de  la  forme 


a  -j-  Z»>r  +  ex' 
dans  cette  hypothèse,   on  aura 

1        a-\-  bx  -\-  ex* 
S  a'  -{-  b'x 

Si  on  effectue  la  division  indiquée  dans  le  second 
membre  ,  et  qu'on  ne  la  pousse  que  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
tin  quotient  de  la  forme  p-f-  qx^  ce  qui  arrivera  après 
deux  divisions  partielles,  il  y  aura  un  reste  qu'on  pourra 
représenter  par  a"x*  ;  et  il  viendra  par  conséquent 

c=P  +  '7^  + 


ce  qui  prouve  que  le  reste  de  la  division  de  i  par  S  sera 
divisible  par  x''.  Si  on  désigne  par  ^jX*  ce  reste,  qui 
sera  une  série  de  la  forme 

J,x^  +  B,x^  +  C^4  -I-  etc.  , 


on  aura 


1  ,  ,  S,x 


d'où  il  suit 
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et 

S     a'     y  , 

bx       a         a 

en  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre. 

S 
Ainsi  -^  doit  donner  un  quotient  de  deux  termes,  comme 

on  l'a  obtenu  plus  haut  pour  -^  -,  et  des  deux  équations 

on  tirera 

5  = 1—— : 


p  +  q^  + 


réduisant  cette  fraction ,  il  viendra 


Supposons   encore  que   l'on   n'ait    pas   exacteraenl 

S  ' 

—  =:p,  -^qix;  il  faudra  faire  alors 


a  -|-  èx  -f-  cx^  +  dj,^  * 

et  en  opérant  comme  dans  les  cas  précédens ,  on 
trouvera 

1  _a±bx-hcj^-^dx^  _  ,      a"x'-\-b".x^     . 

La  série  qui  reste  après  qu'on  a  poussé  la  division  dan* 
■jç  jusqu'aux  deux  premiers  termes  p-{-  qx,  étant  divi- 
•ible  par  x",  pourra  être  représentée  par  SiOif,  en  sorte 


s= 
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^u  on  aura 

ce  qui  donnera 

et 

lS  a  X* 

en  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre  , 
et  s'arrêtant  aux  deux  premiers  termes  du  quotient. 
Cette  dernière  expression  montre  que  la  division  de  S 
par  Si ,  poussée  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  quo- 
tient de  la  forme  p^-^-q^x,  laissera  pour  reste  une  série 
divisible  par  x^;  et  npmmant  i'aar* cette  série,  on  aura 

d'où 

* 

5,__      a'"        S,_a"-^b"x__a'      b"     _ 

combinant  les  équations 

;5=P  +  <7^'H — 5^j    j^Pi+qi^c+^g-i 
^^         1 

que  l'on  vient  d'obtenir,  on  en  déduira 

(p,-¥-q>x')(p^-+q^x)-hx''  __ 


{p-\-qx){pi-\-q,x'){p^-^q^x)-\-l{p~\-qx)-^{pA-q^x)']x^ 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 
Il  serait  facile  maintenant  de  pousser  plus  loin  l'opéra- 
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tîon,  si  la  division  de  Si  par  S:,  ne  donnait  pas  un  qtictient 
exact;  et  on  doit  voir  qu'elle  conduira  toujours,  comme 
ci-dessus ,  à  un  nombre  fini  d'équations  entre  5,  Si,  Si, 
S:i,  etc.,  desquelles  on  déduira  l'expression  de  la  frac- 
tion génératrice.  La  règle  à  sul^Te  dans  tous  les  cas 
peut  s'énoncer  ainsi  :  Divisez  lunilé  par  la  série  pro- 
posée S  ,  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  au  quotient  deux  termes 
tels  que  p  -}-  qx,  et  désignant  le  reste  par  S^x'^,  divisez 
S  par  S, ,  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  au  quotient  deux  termes 
comme  pi-\-q,x  ;  désignant  encore  le  reste  par  S^x^, 
divisez  S,  par  Sa,  jusqu'à  ce  que  vous  trouviez  un  quo- 
tient de  la  forme  pa  +  qïX ,  et  ainsi  de  suite  .•  si  la  série 
proposée  est  récurrente,  vous  arriverez  enjln  à  un  quo- 
tient exact ,  qui  pourra  être  représenté  par  pn-j-^ln^' 
Il  vient  alors  cette  suite  d'équations  : 

-=p^qa:+--. 


d  6aX'      I 

^  =  Pi  +  7>^+-^-» 

d'où 
^^=p.  +  g.^^+— -,|    tire 


-^  =  p„  -f  a„  r  ,  .         ,  -^ —  _  — — — . 

io3.  Pour  appliquer  la  règle  précédente  à  la  série  des 
nombres 
1,  1,  3,  7,  i8,  /ij,  123,  322,  843,  2207,  5778,  etc., 

par  exemple,  on  lui  donnera  la  forme  , 

5  =  1  -j-  X  4-  5x^  -f-Çx3-f-  i8jC-^  -{-  47x5  -f-  123^5 

+  32ax^  -f-  843X*  4"  ^'^^-  > 


tions 
Si 

1 

P 

^Six^' 
1 

S  ~ 

S. 

P« 

1 

Si 

p. 

-tq^x-h-^— 

Sn 

i 

2j8  complément 

on  aura 

p  ^qx=.  1  — X, 

5,= —  2  —  /{x  —  1  ijc*  —  Qqx'  —  7Çx'^  —  1993^^ 

—  5a  ix^  —  etc. , 

pi+(;,x  =  — l-.-f-ix, 

5.=— i—2x-^x^—^x3— 38x4-111x5— etc, 

p»  4-  Ça^  =4  —  8x , 
5'3  =  —  5  —  1 5x  —  40X*  —  1  o5x^  —  etc. , 

et  enfin  ps  -f-  q^x  =  -h+T^x,  sans  reste.  Formant  alor» 
les  équations 

S:i  1  Sa  1 


S, 


5  = 


—  i  +  ii^-h-^-  1— x  +  -^- 

on  trouvera 

1 2X  +  X*  —  x^ 


S  — 


i  —  3x  +  x* 

Le  numérateur  étant  d'un  degré  plus  élevé  que  le  dé- 
nominateur, on  peut  ôter  un  entier  de  la  fraction ,  et 
il  viendra 

d'où  l'on  voit  que  la  série  proposée  est  la  suite  récur- 
rente produite  par  la  fraction  proprement  dite 

■  '     — -,  à  laquelle  on  a  ajouté  les  termes  — 2  et 

— x;  aussi  dans  la  première,  la  loi  de  récurrence  ne  se 
manifeste  qu'au  cinquième  terme ,  au  lieu  qu'elle  se 
montrera  dès  le  troisième,  si  on  en  retranche  —a   et 

—  X,  car  il  viendra 

3  -f  SX  4-  3x^  -f  /x^  +  etc. , 
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et   déjà 

3x»  =5     X  —  x"  -\-  Qx    X  ox, 

yx^  1=  2x  X  —  ^"  +  5x^  X  ox,  etc. 

Développement  en  séries  des  exponentielles  et  des 
logarithmes. 

104.  On  a  tiré  les  logarithmes  de  l'équation  y:=a' 
(Élém.  240),  y  étant  le  nombre,  x  le  logarithme 
et  a  la  base  ;  cette  équation  présente  deux  questions  : 
trouver  y  ,  connaissant  x;  et  trouver  x,  connaissant  y. 
Je  commencerai  d'abord  par  chercher  j'  en  x,  et  pour 
cela  je  supposerai 

a'  z=  J  -{-  Bx  -{-  Cx^  -h  Dv^  H-  etc. , 
A,  B,   C,  D,  etc.    étant  des    cocfTiciens    indépendans 
de  x;  en   prenant  donc  une   autre  quantité  z,  j'aurai 
également 

a'  =  ^  -f-  5i  4-  Ci^  +  Dz"^  4-  etc. , 
d'où  je  tirerai 

û^  —  a'  _  B(x—z)  ■+■  C(x'— z')  4-  P(x^— z^  -f-  etc. 
X  —  z  X  —  z 

La  division  du  second  membre  par  x  —  z  s'effectue 
d'après   la  formule  du  n°  i58  des  Élémens,  et  il  vient 

—11^  — 
X  —  z 

B-^C{x-\-z)-\-D{x'-\-xz-\-z')-{-E(y-j-x'z-\-xz'+z^)-^e\.c. 

Pour  pouvoir  développer  de  même  le  premier  membre  , 
j'écris  ainsi  son  numérateur,  a'^(a-^""^ — 1);  faisant 
ensuite  a=zi-\-b ,  dans  la  quantité  a*"^,  je  la  développe 
suivant  les  puissances  de  6,  au  moyen  de  la  formule  du 
binôme,  et  j'ai 

(.+i)'-'=,  +  <£=â4+Ç£Zi)^;=0  A.+  etc.  ; 
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d'où  il  suit 

c^(a^r^ — i)=a*'  l ^ b+~ — ^ b^-i-etc.  ). 

\    1  1.2  y 

Ce  dernier  développement  étant  divisible  par  x — z,  il 
en  résulte 

a^(è+fr|=iz,.+(f=:£=^i:^^6^+etc.)=: 

Si  maintenant  on  suppose  x  =  z,  l'équation  ci-dessus 
deviendra 

t  a^(6--  +  ----Hetc.)=. 

B  +  2Cx  +  5Dx^  +  4Ex^  4-  etc.  5 
faisant,  pour  abréger, 

204 
et  substituant  pour  a^   la  série 

y4-{-Bx-{-  Cx^  +  Dx^  ->  Ex*  +  etc. , 
on  trouvera 

Jk  4-  /?A'x  4-  Ckx''  +  Z)/.'.r3  -47  ^/^x<  +  etc.  — 
B  +   qCx  -j-  3L>x^  4-  4£:a:3  _^  5/^^^  _j_  etc.  , 

d'où  on  tirera 

^       ^.       _      Bk     _      C/J     ^      Dk     „      Ek       ^ 

Tous  les   coefFiciens,  excepté  A^  seront  déterminés  par 

ces  équations  -,  mais  lorsque  a:  =  o,   l'équation 

û^=:^-}-i?x+Ca:* 4- etc.  donnant  \r=Af  il  s'ensuit 
k  k"  k^ 
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E  = 5—7  ,      I'  = 5—;-?  >   etc. ,  et  que 

1.2.3.4  1.2.3.4.5  ^ 

v  =  a^=i^ -\ -—  -^  etc. 

•^  1     *    I  .a        1 .2.3   '    1 .2.3.4 

I  o5.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que,  quelque  valeur 

qu'on  donne  à  a; ,  la  série  ci-dessus  finira  toujours  par 
être  convergente.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut 

représenter  le  terme  général  de  cette  série  par ; 

1  .a. . .rt* 

celui  qui  vient  immédiatement  après  sera • 

i.2..n(n-f  1)» 

et  le  rapport  de  l'un  à  l'autre   aura  pour  expression 

kx 
— "- — .  Or,  en  prolongeant  la  série,  on  doit  nécessaire- 
n-hi 

ment  rencontrer  un  terme  dans  lequel  n  -f- 1  surpassera 
kt  t  et  qui  par  conséquent  sera  moindre  que  celui  qui 
le  précède  ;  et  il  est  clair  que  le  décroissement  conti- 
nuera toujours  dans  les  termes  ultérieurs. 

106.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  quantité  h. 
En  mettant ,  au  lieu  de  o,  sa  valeur  a — 1 ,  on  aura 


3  ^-+'^'^- 


Cette  série  ne  sera  convergente  qu'autant  que  a — 1  sera 
moindre  que  l'unité  i  mais  on  verra  plus  loin  qu'elle  est 
susceptible  de  devenir  aussi  convergente  qu'on  voudra  , 
au  moyen  de  la  dépendance  qui  se  trouve  entre  a  et 
k,  et  que  je  vais  faire  conuaitre. 

Lorsqu'on  suppose  Jc  =-  dans  la  séiie 

,    Ar    ,    k^x'^  /r\c' 

"   =  1  +  —  +  7 1 ^  +  etc. , 

1  1.2         J  .2. J  * 
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il  vient 

désignant  par  e  la  valeur  du  second  membre  dont  les 
deux    premiers   termes  donneront 

e  .•=  2,7182818, 

€n  s'arrêtant  à  la  septième  décimale ,  on  aura  l'équation 


a"  =  e , 

de    laquelle  on  tirera 

a  =  e*. 

Prenant  les  logarithmes ,  on  trouvera 

A'  1  e  =  1  û  ; 

si  a  est  la  base  du  système  des  logarithmes  représenté* 
par  la  caractéristique  1 ,   on  aura 

et  par  conséquent  dans  cette  hypothèse  , 
yz=za'z=z 

T*  OC^  OC 

*  "^  r."n  +  TTiTi  ô~*  "^  1.2.3.(1^  "^  ^^''' 

Telle  est  l'expression  du  nombre^  par  son  logarithme  x. 
Si  l'on  faisait  a  =  e  ,  ce  qui  donnerait  /c=^  1 ,  il  en 
résulterait 

,   ^   .    ^^     ,      ^^       I      * 
y  =  e^  =  1  4 \-  ■ ^  -f  etc. 

•^  '     1    ^  1.2  ^  1.2.5 

107.   La  question  proposée  est  résolue,  puisque  voilà 


I 
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y  CTprîmé  en  x ,  c'est-à-dire  qu'étant  donnés  le  loga- 
rithme X,  et  celui  du  nombre  e  relativement  à  la  base  a, 
on  aura  le  nombre^;  mais  l'expression  de  A:  en  a  nous 
conduit  aussi  à  la  solution  de  la  seconde  question  :  étant 
donné  un  nombre ,  trouver  son  logarithme. 

En  efFet,  si  l'on  suppose  que  a  soit  une  quantité  quel- 
conque, et  que  l'on  mette  pour  k  la  série  qu'il  repré- 
sente dans  l'équation  A 1  e  =  1  a ,  il   en  résultera 

,a=l  J(2=l)_(ïr:!i-  +  (f=lï_^'>^  +e,c.  |. 
Il  a  o  4        '         j 

Voilà  donc  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  a  ex- 
primé au  moyen  de  ce  nombre  et  du  seul  logarithme 
d'un  nombre  déterminé  e. 

Cette  série  n'est  convergente  qu'autant  que  le  nombra 

a  est  très  voisin  de  l'unité:  mais  comme  ly  a'=-—  1  a 

m 

{Èlém.^^i),  si  on  change,  dans  le  second  membre, 
a  en  ya^  il  viendra 

Il  2  '  6  j 

or,  en  prenant  pour  m  un  très  grand  nombre,  on  pourra 

ra 

toujours  faire  en  sorte  que  la  quantité  V^a  diffère  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  l'unité. 

On  a  ainsi  un  moyen  très  simple  de  calculer 
le  logarithme  de  a  ;  car  en  prenant  m  égale  à  quelqu'un 
des  nombres  compris  dans  la  série  2,  4j  8,  i6,  etc.,  on 
n'aura  qu'à  effectuer  des  extractions  successives  de 
racines  quarrées  {Élém.  i53).  Cependant  ce  procédé 
deviendrait  pénible  pour  les  nombres  un  peu  considé- 
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rables ,  c'est  pourquoi  les  analystes  ont  cherché  de  nou- 
velles séries  qui  pussent  s'appliquer  à  ces  nombres,  séries 
qui  ne  sont  que  des  transformations  de  la  première  ex- 
pression de  la. 

ro8.  Le  nombre  a  étant  supposé,  dans  les  séries  pré- 
cédentes ,  indépendant  de  la  base  des  logarithmes,  il 
est  évident  qu'on  pourra  appliquer  ces  séries  à  un  nombre 
quelconque  j',  et  qu'on  aura  en  général 

x=l^=le{<lfi>-  ^>:+l2=^'_e,c.}. 

En  substituant  dans  cette  expression  i  -f-a  au  lieu  dey, 
elle  deviendra 

,0+„)=,e{L'-|+f_|+etc.}., 

changeant  ensuite    u  en  —u,  on  aura 

(      u        u^        ïi^        u^  1 

lC-a)=:I.}-----3-^-etc.j; 

retranchant  le  second  résultat  du  premier,  on  trouvera 

•  104-a)-l(i-u)^l(^)  = 

série  dont  la  marche  est  plus  rapide  que  celle  des  pré- 
cédentes. 

On  en  trouve  une  beaucoup  plus  convergente,  en 
faisant  dans  celle-ci  : 


1 — u  n 
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ce  qui  donne 

et  par  conséquent 

d'où   l'on  tire 

](n-^-z)  =  la  + 

Cette  dernière  série  fera  connaître  le  logarithme  du 
nombre  n-)-z,  par  le  moyen  de  celui  de  n,  et  sera 
d'autant  plus  convergente  ,  que  ii  sera  plus  considérable. 
Si  l'on  fait  z=:  i ,  on  aura  le  logarithme  de  /z-j-i  > 
exprimé  par  la  série  très  sirtiple 
1  (n+  0  =  Ira 

-^ '^^  {^  +  5  (lïïiTp +  5(^-7?,  + ^^'^ j '' 

et  convergente  lors  même  que  n=  i. 
Dans  ce  cas,  elle  donne 

'^ = ^i'' G + Ô3+ 5:^ + 7:3?  +  ■="=•  )  • 

série  dont  le  huitième  terme  ne  va  pas  à  7 


en  réduisant  en  décimales  tous  ceux  qui  le  précèdent , 
on  obtiendra 

1  2  =:  c,Ç93i472.1e. 
109.  On  ne  peut  avoir  la  valeur  absolue  de  1  9  sans 
fixer  celle  de   ler=l (9,7182818)  ,  qui  dépend  du   svs-^ 
tème  de  logarithmes  que  l'on  adopte.  L'h^"potbèse  la  plua 
simple  consiste  à  supposer  le  =::  1 ,  et  on  a  alors 
I2  =  0,693147a; 
Compl.  des  Elém,  d'Alg*  i5 
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dans  ce  système  particulier,  qui  répond  à  réquatio'ïi 
y=:e^(io6),  la  base  este.  Je  le  désignerai  sous  le  noiii 
de  système  népérien,  pour  rappeler  le  nom  de  l'écossais 
Neper  (ou  Napier),  auquel  on  doit  l'importante  décou- 
verte des  logarithmes;  et  j'accentuerai  la  lettre  1  toutes 
les  fois  qu'il  s'agira  des  logarithmes  de  ce  système  ;  ainsi 
j'écrirai  Te  =:  i ,  l'a  =  0,6931472  (*). 

Pour  passer  du  système  népérien  à  celui  dont  la  base 
serait  une  quantité  quelconque  a,  il  faut  se  servir  de 

ly      ' 
l'équation  Ly  =  r=^  (£/é/n.  qBo),  qui  devient  dans  le 

\'z 
cas  actuel,  b^r— ;  et  si  l'on  fait  z  =  e,  on  aura 

i  a 

puisque  Ye  :=  1  :  il  ne  restera  donc  plus  qu'à  calculer  l'a 
par  la  dernière  série  donnée  ci-dessus  ,  en  y  supposant 
ler=i. 

Pour  les  logarithmes  ordinaires,  dans  lesquels  a=io, 
on  observera  que  io=5.  a  ;  et  l'on  verra  qu'il  suffit  d'a- 
voir rS ,  parce  que  l'io  =  l'5-f-ra ,  et  que  l'a  est 
déjà  connu. 

Pour  parvenir  au  logarithme  de  5,  on  supposera,  dans 
la  dernière  série  du  numéro  précédent,  71=4  et  2,=::::i  -,  et 
comme  \'^  r=  al'a ,  il  viendra ,  en  prenant  Te  =  1 , 

l'5  =  .l'.+.{^+iQ)+iQ+etc.}. 


(■^)  Les  logarithmes  népériens  sont  appelés  ordinairement /o^a- 
rithines  hyperboliques;  mais  celte  dénomination  est  vicieuse,  car 
il  n'y  a  pas  de  système  de  logarithmes  qui  ne  réponde  à  quelqu'une 
des  coiuljes  «jue  ks  géomctves  ont  ijommées  hyperboles. 


DES   ÉLEMENS   D  ALGÈBRE.  22/ 

Les  trois  premiers  termes  de  celte  série  suiïisent  pour 
obtenir  un  résultat  exact  jusqu'à  la  septième  décimale, 
et  elle  donne 

l'5  =  1,6094379; 

en  ajoutant  à  ce  logarithme  celui  de  S  trouvé  plu» 
haut,  on  a 

l'io  =  2,3o2585i, 


et  par  conséquent 


^^~ri^  =  ^.4342945. 

En  multipliant  par  ce  nombre,  les  logarithmes  népérien* 
de  2  et  de  5  ,  obtenus  dans  le  n°  1 08  et  dans  celui-ci,  on 
trouvera 

I2  =:o,3oio3oo       et       15=30,6989700, 

tels  qu'ils  sont  dans  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

110.-  La  quantité  le  est  nommée  en  général  moc?u/e; 
on  voit  que  celui  des  logarithmes  népériens  est  1 ,  et  que 
celui  des  logarithmes  ordinaires  est  0,4342940.  On  pa^se 
des  logarithmes  népériens  à  des  logarithmes  quelconques, 
en  multipliant  les  premiers  par  le  module  des  seconds , 
et  on  revient  de  ceux-ci  aux  autres,  en  les  divisant  par 
leur  module,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  les  mul-' 

tipliant  par  ^.  Lorsque  la  base  est  10,  on  a 

r-  =  2,3o2585i  ; 
le  ' 

c'est  par  ce  nombre  qu'il  faut  multiplier  les  logarithmes 
ordinaires ,  pour  les  convertir  en  logarithmes  népériens , 
c«  qui  est  souvent  nécessaire. 

iii.  Borda  et  Haros  ont  donné  des   formules   qui 

i5.. 
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expriment,  au  moyen  de  séries  très  convergentes,  les 
relations  entre  plusieurs  logarithmes  de  nombres  con- 
sécutifs j  et  qui  conduisent  très  promptement  à  ce» 
logarithmes.  Yoici  les  premières  ;  on  les  trouve  aussi 
dans  la  Préface  des  Tables  trigonométriques  déci^ 
maies  calculées  par  Borda ,  revues  et  augmentées  par 
M.  Delambre. 

Si  on  forme  les  produits 

(p— jXp— l)(p+2)  =:p3_3p^2^ 

on  aura 


1  + 


2 


p^ 3/J  2  2  ' 

p^ —  "ùp 
et  faisant  u  =  —^ — =- ,    on  obtiendra 

d'où  l'on   conclura 

l(p+2)  +  2l(p—  l)-l(p-2)~2l(p+l} 

Si  l'on  prend  successivement* 

p  =  5,     p  =  6,     p  =  7  >    p  =  8, 
on  aura  les  quatre  équations 

17^412—  13— 2I3— 2I2  =  aie  {^  -f  etc.}, 

3124-215— 2I2— 2I7  =  2le  {^  4-  etc.}, 

2I34-2I3+2I2—  15—612  =  sle  {rgr  +  etc.}' 

15+  12+217—  13—  la— 413  =  aie  (sii  +  etc.}^ 
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Ces  quatre  équations  ne  renferment  que  les  logarithmes 
des  nombres  a,  3,  5,  et  7,  logarithmes  que  Ton  peut 
alors  déterminer  par  une  simple  élimination  ;  on  obtient 
de  cette  manière 

{    '4{ir  +  i  Ctt)' +  ^t^}. 

'='-^'M+  8(^  +  1(^)3  +  etc.} 
[-  =(rfT  +  î  (rii)'  +  etc.} 

ef  ainsi  des  autres. 

Si  l'on  prend  encore  p  :^  1 5  ,   il   viendra 

Îi74.2l7-h3-6k=2le{^^-|-i(^)34.etc,]; 

Enfin  on  aura  aussi,   en -faisant  p=  1007, 

1  1C09  -f-  2I 1006  — 1  icc5  —  2I 1008 

^—^    ^^^Lôioâ7aitii  "T"  3  V.5  10374161)    +  etc.  ^.. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  le  parti  qu'on  peut 
tirer  de  la  formule  de  Borda. 

112.  Pour  obtenir  celle  de  Haros,  il  faut,  dans  l'é- 
quation 

g,    .  •         ^^         l-f-"  P  .    , 

faire  en  premier  lieu =  -,  ce  qui  donne 

1 — u        q         ^ 

puis  supposer 

■q=zx^-2.bx'+i44  =  (x-3)  (x+o)  (x+4)  (x-4) , 
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et  l'on   aura 

2Ja7+l(a;4-5)+l(a:— 5)~l(a:4-3)— ICr— 3)  1  _ 
-l(a:+4)^l(x-4)/  "" 

^l:r^— 25x^-f  73  "^  3  W— 25x^+72/   '    ^*^'  J  ' 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  1  (x  -f-  5)  au  moyen  de 
celle  de 

lCr+4),  l(x4-3),  \x,  l(x-3),  l(x-4),  l(:c-5). 

La  série  est  très  convergente  dès  que  le  nombre  x  de- 
vient un  peu  grands  son  second  terme,  lorsque  x=iooOj, 
est   seulement 

O,00000  OOOOO  00000  OOOOO  OOOOO  OOOOO  12  (*). 

ii3.  Le  procédé  employé  pour  résoudre  la  première 
des  questions  posées  dans  le  n"  io4,  peut  servir  aussi  à 
déduire  immédiatement  de  l'équation  y  z—a',  le  déve- 
loppement de  X  en  y.  On  peut  donner  à  ce  dévelop- 
pement la  forme 

x~A{y—i)  +  5(j— 0=  +  CC^—iy+etc.,. 

puisque  x  doit  s'évanouir  lorsque  y  ■=  i;  et  faisant 
y  —  1  z=  u ,  on  aura 

x—Aa  +  Bu''-{-  Ca^  -f-  etc.  ; 

désignant  aussi  par  \v  la  valeur  de^  —  i  ou  de  j/,  cor- 
respondante à  une  valeur  de  x  représentée  par  z,  noas 
aurons  également 

z  =  Aw  4-  BW^  -f*  Cvii^  -j-  etc. , 


{*)  On  trouvera  qnelr|iies  formules  île  plus  sur  ce  sujet,  dans  Vln~ 
troduction  de  mou  Tra'ué  du  Calcul  différentiel  et  du    Calent 
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et  par  conséquent 


x—z 


=  A-Jf-B{u-^  w)  +  C(a*  -f  u\v  +  w')  -f  etc. 


U—-V/ 

L'équation  y  =  a^  donne 

y — 1     ou     u-=.a^ — t, 
d'où  il  suit 

vv  =  a' —  1     ef    u  —w^œ' — a"  =  a^Ca^~*— i); 
or,  on  a  trouvé  (io4) 

x  —  z 
a^ [^  -!■  ^-^=p-L^6-+  ("-^- ^X^-^^p^etc. }  ; 

rirant  de  cette  équation  la  valeur  de       ,   ^_. r ,  on 

l'égalera  à  la  série 

ji  -^  n  (a -i- w)  +  etc.j 

supposant  ensuite  a:=:z,  d'où  il  résulte  u=w,  on  aura 

1  

"V—  +  3-4  +  "") 

^  +  2/?u  4- 3Cu=  +  4Da' +  etc.  ; 

Z>*      P      h^ 

mettant  h  au  lieu  de& !--=• r-f-  etc. ,  et  i  +  w 

2    '    3       4 

au  lieu  de  a^,  il  viendra 

— -^-— =^+25a-f-3Cii*  +  4Da^-f-etc.  , 
k{i-\-u) 

ou ,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur ,  et  passant 
tout  dans  un  seul  membre , 

Ak  -f  2Bku  +  ZCliu"'  -f  ^Dkv?  +  etc.  >  __  ^ 
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équation  de  laquelle   on  tire 

et  par  conséquent 

^ = i  {fcrO  _  (y-o: +Lv-'J!  _  etc.  |. 

K  l      i  a  3  J 

Si  a  est  la  base  du  système  des  logarithmes  ,  on  aura 
donc,    comme  ci-dessus  (108), 

Du  retour  des  suites, 

Ï14.  Le  fréquent  usage  que  j'ai  fait,  dans  ce  qui 
précède ,  de  la  méthode  des  coefficiens  indétermi- 
nés, me  permettra  d'exposer  en  peu  de  mots  celle 
du  retour  des  suites  ,  qui  sert  à  trouver  l'expression 
d'une  quantité  engagée  dans  une  série  dont  la  valeur  est 
donnée. 

Soit  yr=ci-^  ax  -|-  bx'^  +  ^^  +  ^-^^  +  ^^^'  7  pour 
obtenir  x  en  y,  on  passera  le  terme  «  dans  le  premier 
membre,  et  faisant,  pour  abréger,  y — ei=zz,  il  viendra 

z  ■=  ax  -^  bx^  -|-  cx"^  -f-  dx'^  -\-  etc (i). 

La  supposition  de  x-=.o  donnant  z=o,  il  est  facile  d'en 
conclure  que  l'on  peut  faire 

x^Az-^Bz""  -{-  Cz^  -f  Z?z4  ^  etc (2) ; 

les  coefficiens  ^,  B,  C,  £>,  etc. ,  indépendans  dez,  se 
détermineront  au  moyen  des  équations  qu'on  obtiendra 
après  avoir  substitué  au  lieu  des  puissances  de  x,  dans 
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l'équation  (i),  celles  de  la  série  (2)  (*),  passé  tous  les 
ternies  dars  ii:i  seulnunibre,  et  égale  séparémentà  zéro 
les  quantités  qui  mul.'ipliei.t  cl.a'que  puissance  de  z. 
Voici  le  résultat  de  la  substitution  : 

ax  =aAz  +  (.ZJz,^  +     aCz^  -f-     aDz^-^etc. 

-f-     bBz^ 

-f  rx^= -}-    cAz'-\-5cJ'Bz^-\-etc.\  =  o. 

-i-dx^= +    c?^  2.^+etc.( 

En  égalant  à  zéro  les  coelïîclensde  z,  de  z*,  de  z,^,  etc.; 
on  trouve 

aJ—i=o,   an-\-bJ^=o,    aC-\-ibAB-{-cA"~o^ 
aD-\-2bJC-^bB^-j-ocJ'B-{-dA^=^o,  etc.  ; 

ces  équations  donnent 

5b'^—bnbc  +  a*d 
D= ,     etc., 

et  on  a  par  conséquent 

1  b    .   .  zb'^—ac 


x-=^-  z -,^  -\ T —  z 

a         a^  a- 


; 2+  +  etc. 

a? 


Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  pourrait  appli- 
quer à  la  résolution  des  équations  algébriques,  dana 
quelques  cas,  la  série  précédente,  z  désignant  alors 

(  *)  Ces  puissances  peuvent  se  trouver  par  des  multiplications  suc» 
cessives,  ou  parles  formules  du  n°  87. 
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le  dernier  terme  de  l'équalion,  passé  dans  îè  second" 
membre.  Mais  on  n'aurait ,  de  cette  manièi-e ,  que  la 
plus  petite  des  racines  de  l'équation  proposée ,  puisque 
l'expression  de  x  en  z  décroît  continuellement  avec  z , 
et  s'évanouit  en  même  temps  que  cette  quantité,  ce 
qui  réduit  l'équation  (i)  à  la  forme 

o  =  ax  +  bx^  +  cx^  -f-  etc. , 
sous  laquelle  elle  admet  la  racine  x=:0. 

11 5.  Proposons-nous  pour  exemple,  de  tirer  la  va- 
leur de  X  de  la  série 

,  X   ,    x^    ,      x^      ,        x^         ,      . 

•^  1  Ï.2,  1.2.3  1.2.0.4 

dans  laquelle  jy  =  e'^  (106);   on  aura 

a=y— 1, 
et 

a=i,     bz= ,      c=: =,  rt= — -p-=-r,etc., 

d'où  on  déduira 

J=^ly      5=—i,      C  =  i,      Z>  =  — i,      etc., 

.  ^fci^-^-^nllV^^'- etc., 
1  a  0 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  du  n°  1 08 ,  en  y  fai- 
sant ^  ou  1  e  =  1 , 

On  tirerait  de  même  la  valeur  de  ^  en  x  de  la  série 

120 
en  supposant  y — i=s  et  z=  Jx-^Bx^-\-Cx"^ ~h  etc, 
Je  laisse  au    lecteur  à   s'exercer  sur   ce   calcul;   les.. 
coelHciens  A,  D^   C,  etc.  étant  déterminas;,  on  re- 
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mettra  y  —  i  pour  z^  et  il  viendra 

yz=\^Ax+Bx!'-\-Cx^''\-  etc. 
1 1  G.  Si  on  avait  l'équation 
«ly+z^y^+yy +^^^+etc.=:aj:-h&x*+ca75-f-<^-ï'^+  etc. , 
formée  par  deux  séries,  et  qu'on  voulût  obtenir  l'expres- 
sion de  y ,  on  supposerait 

y^Ax  +  Bx"^  Cx^  4-  T>x^  +  etc. , 

et  on  opérerait  comme  précédemment,  après  avoir  passe 
tous  les  termes  du  premier  membre  dans  le  second.  Nous 
insistons  peu  sur  ces  calculs,  parce  qu'ils  ne  conduisent 
qu'à  des  formules  dont  on  n'aperçoit  pas  facilement  la 
loi  (*). 

Des  fractions  continues. 

Oeservation.  Cet  arlicle  est,  à  quelques 
légers  cliangemerisprès,lepremier  paragraphe 
des  additions  faites  par  Lagrange  à  l'Algèbre 
d'EuIer. 

1 17.  La  méthode  exposée  dans  le  n°  aai'des  Elémens 
d'Algèbre,  pour  approcher  de  la  valeur  de  l'inconnue 
dans  une  équation  d'un  degré  quelconque,  prescrit  de 
faire  successivement 

x  =  a+y     y^b-\-y,    y'z=b'-\-^, 
y"=^"+y^  etc., 

(*)  On  peut  voir  ,  dans  V Introduction  de  mon  Traité  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (no  5£)} ,  à  qaoi  tient 
cette  difficulté. 


s35  COMPLÉMENT 

a,  b,  h' ,  b",  etc.  étant  les  nombres  entiers  immédîa-n 
tement  inférieurs  aux  vraies  valeurs  des  quantités  x  ,  y, 
y ,  y",  etc.  :  si  dans  la  valeur  de  x  on  met  celle  de  y, 
tirée  de  la,  seconde  équation  ,  il  viendra 

X  =  a  -\ — 


'"-?■' 


substituant  dans   cette  expression,  pour  y,  sa  valeur- 
prise  dans  la  troisième  équation,   on  aura 


x=a  +  l 


chassant  y  au  moyen  de  la  quatrième  équation,  on  par-» 
viendra  à 

et  ainsi  de  suite. 

La  fraction  qui  accompagne  l'entier  a  dans  cette  ex- 
pression ,  semblable  à  celles  que  nous  avons  fait  con- 
naître en  Arithmétique  (i63),  est  une /mctiore  continue; 
et  l'on  comprend  en  général  sous  ce  nom  toute  fraction 
dont  le  dénominateur  est  composé  cTun  entier  plus  un& 
fraction ,  laquelle  a  encore  pour  dénominateur  Un  en-^ 
tier  plus  une  fraction,  et  ainsi  de  suite. 

On  rencontre  les  fractions  continues  sous  deux  formes 
différentes  :  les  unes  ont,  comme  la  précédente,  l'unité 
à  tous  les  numérateurs  des  fractions  intégrantes ,  et  les 
autres  ont  des  dénominateurs  et  des  numérateurs  quel* 
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conques;  telle  est  la  suivante  : 

mais  je  ne  m'occuperai  que  des  premières ,  les  autre* 
étant  plus  curieuses  qu'utiles. 

118.  Ep  rapprochant  le  ri**  i63  de  V Arithmétique  et 
les  n"'  221  et  243  des  Élémens,  on  voit  que  les  u  fractionr 
n  continues  se  présentent  naturellement  toutes  les  fois 
r  qu'il  s'agit  d'exprimer  en  nombre  des  quantités  qu'on 
)i  ne  peut  obtenir  que  par  des  approximations  succes- 
)i  sives.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une 
Tii  quantité  quelconque  donnée  a,  qui  ne  soit  pas  ex- 
51  primablepar  un  nombre  entier-,  la  voie  la  plus  simple 
y\  est  de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui 
rt  sera  le  plus  proche  de  la  valeur  de  a,  et  qui  n'en 
v>  différera  que  par  une  fraction  moindre  que  l'unité. 
)i  Soit  ce  nombre  «. ,  et  l'on  aura  a — a  égal  à  une  frac- 

)i  tion  plus  petite  que  l'unité  ;  de  sorte  que seraau 

O  —  et 

>i  contraire  un  nombre  plus  grand  que  l'unité.  Soit  donc 

n =&,  et  comme  h  doit  être  un  nombre  plus  grand 

a  —  c6  JT       o 

o>  que  l'unité  ,  on  pourra  chercher  de  même  le  nombre 
V  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  valeur  àeb;  et  ce 
•ti  nombre  étant  nommé  /3 ,  on  aura  de  nouveau  b — /3 
Il  égal  à  une  fraction  plus  petite   que  l'unité,  et  par 

31  conséquent  y sera  égal  à  une  quantité  plus  grande 

v>  que  l'unité,  qu'on  pourra  désigner  par  c  :  ainsi,  pour 
y>  évaluer  c,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  pareillement  le 
»  nombre  entier  le  plus  proche  de  c ,  lequel  étant  dé- 
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51  signé  par  y ,  on  aura  c  —  y  égal  à  une  quantité  plus 

5>  petite  que  1  unité ,  et  par  conséquent sera  égal 

w  à  une  quantité  d  plus  grande  que  l'unité,  et  ainsi  de 
57  suite.  Par  ce  moyen ,  il  est  clair  qu'on  doit  épuiser 
5>  peu  à  peu  la  valeur  de  a ,  et  cela ,  de  la  manière  la 
11  plus  simple  et  la  plus  prompte  qu'il  est  possible, 
5)  puisqu'on  n'emploie  que  des  nombres  entiers'  dont 
)i^  chacun  approche  ,  autant  qu'il  est  possible  ,  de  la 
r)  valeur  cherchée. 

iit  Maintenant,  puisque =  6 ,  on  am'a 

a  —  Ci 

a  —  *=:-     et    c=:<s+r; 
o  o 

v  de  même  ,  à  cause  de  r =  c ,  on  aura 

b  — /3 

n  et  à  cause  de  =  c?,  on  aura  pareillement 

c  —  y 

c  =  y  +  ^> 

il  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'en  substituant  successi- 
îi  veulent  ces  valeurs ,  on  aura 

=  u  -i ,    1 

=  «  H —  ,   I 
51  et  en  général. 
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ilg.  »  Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  les  nombres 
ri  et,  fi,  y,etc. ,  qui  représentent,  comme  nous  venons 
jy|ie  le  voir,  les  valeurs  entières  approchées  des  quan- 
^^ités  Cl ,  h ,  c,  etc. ,  peuvent  être  pris  chacun  de  deux 
^•>  manières  différentes ,  puisqu'on  peut  prendre  égale- 
)i  ment  pour  Ja  valeur  entière  approchée  d'une  quan- 
»  tité  donnée,  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres  entier» 
»  entre  lesquels  se  trouve  cette  quantité  ;  il  y  a  cepen- 
•)i  dant  une  différence  essentielle  entre  ces  deux  ma- 
y^  nières  de  prendre  les  valeurs  approchées ,  par  rapport 
>»  à  la  fraction  continue  qui  en  résulte  •  car  si  on  prend 
51  toujours  les  valeurs  approchées  plus  petites  que  les 
v  véritables,  les  dénominateurs  /3,  y,  <^,  etc.  seront 
n  tous  positifs ,  au  lieu  qu'ils  seront  tous  négatifs ,  si 
i>  on  prend  les  valeurs  approchées  toutes  plus  grandes 
»  que  les  véritables,  et  ils  seront  en  partie  positifs  et 
V  eu  partie  négatifs ,  si  les  valeurs  approchées  sont 
»  prises  tantôt  trop  petites  et  tantôt  trop  grandes. 

51  En  effet,  si  a  est  plus  petit  que  a ,  a — te  sera  ure 
55  quantité  positive  ',  donc  b  sera  positif,  et  /3  le  sera 
55  aussi i  au  contraire,  a — «  sera  négatif,  si  u  est  plus 
55  grand  que  a  :  donc  b  sera  négatif,  et  /3  le  sera  aussi. 
55  De  même  si  /3  est  plus  =petit  que  b ,  b — /3  sera  tou- 
55  jours  une  quantité  positive  ;  donc  c  le  sera  aussi,  et 
>5  par  conséquent  aussi  y;  mais  si  /3  est  plus  grand  que 
55  b ,  b  —  /3  sera  une  quantité  négative;  de  sorte  que  c, 
55  et  par  conséquent  aussi  y,  seront  négatifs ,  et  ainsi 
y>  de  suite. 

5»  Au  reste ,  lorsqu'il  s'agit  de  quantités  négatives , 
11  i'entends  par  quantités  plus  petites  celles  qui,  prises 
35  positivement,  seraient  plus  grandes. 
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lûo.  51  Je  dois  remarquer  encore  que  si  parmi  le» 
51  quantités  a ,  b^  c,  d,  etc.  il  s^en  trouve  une  qui  soit 
»  égale  à  un  nombre  entier,  alors  la  fraction  continue 
Yi  sera  terminée,  parce  qu'on  pourra  y  conserver  cette 
)i  quantité  même.  Par  exemple,  si  c  est  un  nombre  en- 
))  tier,  la  fraction  continue  qui  donne  la  valeur  de  a  sera 

a  =  «-1--       1 
c 

i\  En  effet,  il  est  clair  qu'il  faudrait  prendre  y  =  c, 
>i  ce  qui   donnerait 

J=-l-=i=:C0(*), 
c  —  y         o 

n  et  par  conséquent  <^J=  oo  ;  de  sorte  que  l'on  aurait 

a  =  «  H^  -  .   1 

oo 
»>  les  termes  snivanss'é  van  cuis  sant  vis-à-vis  de  la  quan- 

))  tité  infinie  oo  :  or,  —  =  o  ;  donc  on  aura  simplement 
ûû 

,    1 
a  =« -4- -  ,   I 

y 

»  Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  qiîe  la  quantité  B  sera 
•,■)  commensurable ,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  exprimée 
•f)  par  une  fraction  rationnelle^  mais  lorsque  a  sera  une 
r>  quantité  irrationnelle,  alors  la  fraction  continue  ira 
>i  nécessairement  à  l'infini. 


{*)  Le  caractère  oo  est,  comme  on  voit ,  celni  dont  les  analystes 
se  servent  pour  designer  une  quantité  inliaie,  ou  ce  que  devieni  iiue 
iiraçùoa  dont  le  de'nowuialeur  s'evan'juit  (Élém.  68). 
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121.  »  Snpposoris  que  Ja  quantité  a  soit  une  fraction 

A 

T)  ordinaire  —,  AeX.B  étant  des  nombres  entiers  donnés- 
o 

5>  il  est  d'abord  évident  que  le  nombre  entier  «  q^ui  ap- 

n  prochera  le  plus  de  —,  sera  le  quotient  de  la  division 

••>  de  ^  par  B;  ainsi,  supposant  la  division  faite  à  la 
y  manière  ordinaire,  et  nommant  »  le  quotient  et;  C 
"  le  reste  ,   on   aura 

A_     _C 

B       "*"  b'' 

•n  donc  b  =  —  ;  pour  avoir  de  même  la  valeur  entière 

«  approchée  j8  de  la  fraction  -^ ,  il  n'y  aura  qu'à  diviser 

T)  Bpai  C,  et  prendre  pour  /3  le  quotient  de  cette  divi- 
T)  sion;   alors  nommant  Z>  le  reste,  on  aura 

'•:')  et  par  conséquent 

C 

'  =  d'' 

n  on  continuera  donc  à  diviser  C  par  D ,  et  le  quotient 
f>  sera  la  valeur  du  nombre  y,  et  ainsi  de  suite;  d'où 
«  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  réduire  les  frac- 

V  tions  ordinaires  en  fractions  continues  : 

51  Divisez  d'abord  le  numérateur  de  la  fraction  pro' 
•fl  posée,  par  son  dénominateur,  et  nommez,  le  quotientu; 

V  divisez  ensuite  le  dénominateur  par  le  reste,  et  nommez 
T)  le  quotient  /î;  divisez  après  cela  le  premier  reste  par 
Vf  le  second  reste ,  et  soit  le  quotient  y  ;  continuez  ainsi 
•,i  en  divisant  toujours  l'avant-dernier  reste  par  le  der*. 

Cçmpl.  des  £lcm,  d'Alg.  x6 
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51  nier,  jusqu'à  ce  qu'il  se  présente  une  division  qui  se 
«  fasse  sans  reste,  ce  qui  doit  nécessairement  arriver, 
35  puisque  les  rester-  sont  tous  des  numbrei  entiers  qui 
51  vont  en  diminuant;  vous  aurez  la  fraction  continue 

^■*-^  +  etc., 
)i  qui  sera  égale  à  la  fraction  donnée. 

122.  11  Soit  proposé  de  réduire  en  fraction  continue 
r  la  fraction  ^^.  On  divisera  donc  iio3  par  887,  on 
31  aura  le  quotient  1  et  le  reste  216  ;  on  divisera  887 
5>  par  216 ,  on  aura  le  quotient  4  et  le  reste  z5;  on  divi- 
51  sera  ai 6  par  o.'S,  ce  qui  donnera  le  quotient  9  et  le 
31  reste  9  ;  on  divisera  encore  33  par  9  ,  on  aura  le  quo- 
31  tient  2  et  le  reste  5;  on  divisera  9  par  5,  on  aura  le 
33  quotient  1  et  le  reste  4;  on  divisel-a  5  par  4>  on  aura 
33  le  quotient  1  et  le  reste  1  ;  enfin,  divisant  4  par  1,  on 
31  aura  le  quotient  4  et  le  reste  nul,  de  sorte  que  l'opé- 
33  ration  sera  terminée.  Rassemblant  donc  par  ordre  tous 
33  les  quotiens  trouvés,  on  aura  cette  série  :  1,  4j  9>  2^ 
}3   1^   1,  4)  d'où  l'on  formera  la  fraction  continue 

1 1  o3 1 

'+4- 

iq3.  31  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  les 
11  divisions  ,  on  prend  toujours  pour  quotient  le  nombje 
)i  entier  qui  est  égal  ou  moindre  que  la  fraction  proposée, 
33  il  s'ensuit  que,  par  la  méthode  précédente,  on  n'aura 
33  que  des  fractions  cohtinues  dont  tous  les  dénomi- 
51  nateurs  sont  des  nombres  positifs. 
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«  Or,  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre 
«  entier  qui  est  immédiatement  plus  grand  q^e  la  valeur 
»  de  la  fraction,  lorsque  cette  fraction  n'est  pas  réduc- 
»  tible  à  un  nombre  entier,  et  pour  cela,  il  n'y  a  qu'à 
»  augmenter  d'une  unité  la  valeur  du  quotient  trouvé  à 
r  la  manièpe  ordinaire;  alors  le  re:,te  sera  négatif,  et  le 
)'  quotient  suivant  sera  nécessairement  négatif.  Ainsi  on 
j->  pourra,  à  volonté,  rendie  les  termes  de  la  fraction 
»  continue  positifs  ou  négatifs. 

»  Dans  l'exemple  précédent,  au  lieu  de  prendre  i  pour 
îi  le  quotient  de  1 1  oo  divisé  par  887,  je  puis  prendre  2  ; 
«  mais  j'aurai  le  reste  négatif -671,  par  lequel  il  faudra 
«  maintenant  diviser  887  :  on  divisera   donc  887  par 
"  — 671,  et  l'on  aura  ou  le  quotient  —i  et  le  reste  21 G 
»  ou  le  quotient  —2  et  le  reste  —455.  Prenons  le  quo- 
5)  tient  plus  grand  —1,  et  alors  il  faudra  diviser  le  reste' 
»  —671  par  le  reste  2i6,  d'où  l'on  aura  ou  le  quotient 
w  —3  et  le  reste  —2.5,  ou  le  quotient  —4  et  le  reste 
y>  1 93.  Je  continue  la  division  en  adoptant  le  quotient  plus 
51  grand  —3  ;  j'aurai  à  diviser  le  reste  216  par  le  reste 
)>  — 23,  ce  qui  me  donnera  ou  le  quotient  -^9  et  le  reste 
»  9,  ou  le  quotient  — 10  et  le  reste —14,  et  ainsi  de  suite. 
«  De  cette  manière  an  aura 


-+—   .        r 


«87---^_xH-_l  , 

.  — a-f-etc, 

)")  ou  1  on  voit  que  tous  le^  dénominateurs  sont  né-^atifs. 
104.  5i  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  déno- 
r  minateur  négatif,  en  changeant  le  signe  du  numéra- 
»  teur  ;  mais  il  faut  alors  changer  aussi  le  signe  du 
}-,  numérateur  suivant;  car  il  est  clair  qu'on  a 

*  -j-  etc.  '       jT  -f-  etc. 
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Ti  Ensuite  on  pourra ,  si  l'on  veut ,  faire  disparaître 
V  tous  les  signes  —  de  la  fraction  continue ,  et  la  réduire 
Y)  à  une  autre  où  tous  les  termes  soient  positifs  j  car  on  a 
»  en   général 


y  -f-  etc.  1 


V  —  1  -j-  etc.  , 

51  comme  on  peut  s'en  convaincre  aisément,  en  réduisant 
p  ces  deux  quantités  en  fractions  ordinaires. 

p  On  pourrait  aussi,  par  un  moyen  semblable ,  intro- 
51  duire  des  termes  négatifs  à  la  place  des  positifs  ;  car 
31  on  a 

y  -\-  etc.  1    ' — 


—  1  +  etc  ; 

31  d'où  Ton  voit  que ,  par  ces  sortes  de  transformations, 
11  on  peut  quelquefois  simplifier  une  fraction  continue  , 
51  et  la  réduire  à  un  moindre  nombre  de  termes,  ce  qui 
11  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  des  dénominateurs 
11   égaux  à  l'unité  positive  pu  négative. 

11  En  général ,  il  est  clair  que ,  pour  avoir  la  fraction 
11  continue  la  plus  convergente  qu'il  est  possible  vers  la 
51  valeur  dé  la  quantité  donnée,  il  faut  toujours  prendre 
)>  pour  (c,  /3,  y,  etc.  les  nombres  entiers  qui  approchent 
31  Iç  plus  des  quantités  a,  b,  c,  etc. ,  soit  qu'ils  soient 
11  plus  petits  ou  plus  grands  que  ces  quantités  :  or,  il  est 
11  facile  de  voir  que  si ,  par  exemple ,  on  ne  prend  pas 
11  pour  «  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus ,  soit 
■)■>  en  excès  ou  en  défaut,  de  c,  le  nombre  suivant  /3  sera 
y)  nécessairement  égal  à  l'unité.  En  effet,  la  différence 
)i  entre  a  et  «  sera  alors  plifs  grande  que  ^ ,  par  conse- 
il quent  on  aura  b=z plus  petit  que  2  :  donc  /S  ne 

a  —  ce 

}i  pourra  être  qu'égal  à  l'unité. 
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V  Ainsi,  toutes  les  fois  que  ,  clans  une  fraction  con-» 
y  tinue ,  on  trouvera  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité, 
»  ce  sera  une  marque  que  l'on  n'a  pas  pris  les  dénomi- 
»  nateurs  précédens  aussi  approchans  qu'il  est  possible, 
r>  et  que  par  conséquent  la  fraction  peut  se  simplifier  en 
»  augmentant  ou  en  diminuant  ces  dénominateurs  d'une 
î>  unité  ;  ce  qu'on  pourra  exécuter  par  les  formules  pré- 
>'  cédentes  ,  sans  être  obligé  de  refaire  en  entier  le 
jx  calcul. 

125.  «  La  méthode  du  n°  121  peut  servir  aussi  à  l'é- 
r)  duire  en  fraction  continue  toute  quantité  quelconque  , 
«  pourvu  qu'elle  soit  auparavant  exprimée  en  décimales; 
r»  mais  comme  la  valeur  en  décimales  ne  peut  être  qu'ap- 
is prochée,  et  qu'en  augmentant  d'une  unité  le  dernier 
T>  caractère,  on  a  deux  limites  entre  lesquelles  doit  se 
r)  trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  proposée,  il 
»^.  faudra  ,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites  ,  faire  à-la- 
51  fois  le  même  calcul  sur  les  deux  fractions  dont  il 
;■)  s'agit ,  et  n'admettre  ensuite  dans  la  fraction  continue 
51  que  les  quotiens  qui  résulteront  égaleiuent  des  deux 
f>  opérations,  n 

Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'exprimer  en  fraction 
continue  la  racine  quarrée  de  2 ,  dont  la  valeur  en  dé- 
cimales est  entre  i,4i42i3  et  i,4i4^i4y  ^°  aura  à 
réduire  en  fractions  continues  les  fractions  ordinaires 
suivantes  :  ré^i^ ,  ^éU  ;  on  trouvera  pour  toutes 
deux  les  6  premiers  quotiens  égaux  à  a  -,  mais  le  7^ 
serait  3  pour  l'une  et  1  pour  l'autre  :  on  a  donc,  de. 
cette  manière, 

\/l—i  +-    ,    1 

2  4  -,    1 

2-^-    ,     1 

2-|--     ,     î- 

2  -J 

'     2  +  KtC. 
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Au  reste  ,  il  est  à  propos  de  remarquer  que,  quelque 
nombre  de  décimales  qu'on  ait  dans  la  valeur  de  la 
racine  quarré  de  9  ,  la  fraction  continue  conserve  la 
même  forme,  comme  on  le  prouvera  plus  loin. 

ce  La  fraction  décimale  qui  exprime  le  rapport  de 
31  la   circonférence    au    diamètre   est,    par   le    calcul 

7)  de  Yiète,  3,i4i5936535 de  sorte  qu'on  aura  la 

•,1  fraction  T^îr^HMt  à  déduire  en  fraction  continue 
■^  par  la  méthode  ci-dessus  :  or,  si  on  ne  prend  que  la 
;■)  fraction  f^^-|l>  on  trouve  les  quotienso,  7,  i5,i,etc., 
n  et  si  on  prenait  la  fraction  plus  grande  jUzîî  >  on 
?>  trouverait  les  quotiens  3,  7,  16,  etc.,  de  sorte  que  le 
51  troisième  quotient  demeurerait  incertain;  d'où  l'on 
«  voit  que  pour  pouvoir  pousser  seulement  la  fraction 
■0  continue  au-delà  de  trois  termes  ,  il  faudra  nécessaire- 
)>  ment  adopter  une  valeur  de  la  circonférence  qui  ait 
3>  plus  de  six  caractères. 

■>■)  Si  on  prend  la  valeur  donnée  par  Ludolph  (Vaa 
>>  .Ceulen  )  en  trente-cinq  caractères,  et  qui  est 

3,14169  26535  89793  23846  26433  83279  50288, 

1-)  et  qu'on  opère  en  même  temps  sur  cette  fraction  et 
)i  sur  la  même,  en  y  augmentant  le  dernier  caractère  8 
»  d'une  unité,  on  trouvera  cette  suite  de  quotiens,  3,  7, 
,1  i5,  1,  292,  1,  1,  1,  2,  1,3,  1,  14,2,  1,  1,  2,  2,  2,  9, 
r  1,  84,  2,  1,  1,  i5,  3,  i3j  1,  4,  2,  6,  6,  1  ;  de  sorte 
51  que  l'on  aura 

rlrconf.   __g_^l        j 

diamètre  7  -} — p   ,    i  , 

ib-{--    ,      I 

1  ^ — ,  1 

^  1  -f-  etc. 

T)  Comme  il  y  a  ici  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité, 
-,)  on  pourra  simplifier  la  fraction,  en  y  introduisant  des 
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»  termes  négatifs ,  par  les  formules  dun°  124,  et  l'on 
»  trouvera 

circonf.  1 


diamètre  7  -\ — r:         i 

/        ib 7       1 

^94  — 5_» 


ou  bien 
circonf.         „    .    1 
diamètre  1  -r-n 


3  +  etc. ,, 


^T_3+eto. 


126.  )î  Après  avoir  expliqué  la  génération  des  frac- 
,•>  tions  continues ,  nous  allons  en  montrer  les  usages  et 
■fi  les  principales  propriétés. 

«  Il  est  d'abord  évident  que  plus  on  prend  de  termes 
?»  dans  une  fraction  continue  ,  plus  on  doit  approcher  de 
n  la  \Taie  valeur  de  la  quantité  qu'on  a  exprimée  par 
w  cette  fraction  ;  de  sorte  que  si  on  s'arrête  successive- 
51  ment  à  chaque  terme  de  la  fraction,  on  aura  une  suite 
)i  de  quantités  qui  seront  nécessairement  convergentes 
p  vers  la  quantité   proposée. 

»  Ainsi ,  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la  fraction  con- 
»  tinue 

'^  "^  J^  4-  etc. , 
»  on  aura  les  quantités 

,1  ,1 

ot .      a.  A — ,        «-j —   ,1,     etc. 

y 

)i  ou  bien,  en  réduisant, 

ot.%  -f-  1  «/Sy  +  *«  -|-  y 

*  '  'a       '  "r,     i    i       J     etc., 

;•)  qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a> 
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31  Pour  pouvoir  mieux  juger  delà  loi  et  delà  conver- 
31  gence  de  ces  quantités,  nous  remarquerons  que,  par 
«  les  formules  du  n°  ii8   on  a 

«=«+^,    ^  =  /3  +  T,  c  =  y-^^,  ^=«^+i,  etc.  î 

51  d'où  l'on  voit  d'abord  que  a  est  la  première  valeur  ap- 

31  prochée  de  a  ;  qu'ensuite,  si  on  prend  la  valeur  exacte 

,  .        «5-f-i  ,  ,     .  , 

fl  de  c,  qui  est  — j — ,  et  qu  on  y  substitue  pour  b  sa 

w.  yaleur  approchée  /3 ,  on  aura  cette  valeur  plus  appro- 

)3  ciiee  ~ ,    qu  on   aura  de  même    une    troisième 

«  valeur  plusaprochée  de  a,   en  mettant  d'abord  pour 

7  1  /3c -4-1  .    , 

V  b  sa  valeur  e^^acte  ,  ce  qui  donne 

c 

(<«/3  4-  1  )  c  +  «^ 

a  ■=  ' ; : 

i>  et  prenant  ensuite  pour  c  la  valeur  approchée  y,  par 
)•)  ce  moyen,  la  nouvelle  valeur  approchée  de  a  sera 

31  continuant  le  même  raisonnement,  on  pourra  appro- 

■33  cher  davantage ,  en  mettant  dans  l'expression  de   a 

31  trouvée  ci-degeus,  à  la  place  de  c,  sa  valeur  exacte 

_    yd-i-i  .    , 

31  j — ,   ce  qui  doainera 

il  et  prenant  ensuite  pour  d  sa  valeur  approchée  <^  ;  de 

V  sorte  qu'on  aura  pour  la  quatrième  approximation  la 
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y  quantité 

[(^/3+l)y-}-.g]i^+flt^-f-  I    ^^ 

Cela  posé,  si  l'op  représente  par 

d-      ?-      £.      R. 

A"     B"     C     D" 

les  quatre  valeurs  approchéeé  de  a ,  formées  ci-dessu?, 
on  voit  aisément  que 

B  ■=  ja  -^  i,  B'  =  r=y 

C  z=^  By    -h  A,  C  =   B'y    -^    A', 

D  ~  C^  +  B,  D'  =  C^  ■}-  B"  ; 

*t  à  partir  de  la  troisième  ligne  de  cette  suite  de  va- 
leurs ,  on  reconnaît  une  loi  dont  il  est  facile  de  cons- 
tater la  continuatioji  indéfinie.  En  effet,  la  valeur 
exacte  de  a,  rapportée  au  bas  de  la  pag^e  précédente, 
devenant  par  cette  notation 

_  Cd  +  B 
°'  —  Cd-\-B'  ' 
donne  cette  nouvelle  valeur  exacte, 

c(j'+i)-M 

expression  de  même  forme  que  la  précédente,  qui 
devient  la  cinquième  valeur  approchée,  quand  on  y 
met  Ê  au   lieu  de  e,  et   qu'on  peut  représenter  alocs 

E       .    , 

par  -7:7,  si  l'on  fait 
II. 

E  :=  Dt   -i-  C,  E'  —  De  +   C. 

La  marche  de  ces  calculs  ne  pouvant  plus  changer, 
U  s'ensuit  que 


{C^  +  B)e+C       De+C 


(6'dViy>-f-6'       Ue+C  ' 
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Le  numérateur  de  l'une  quelconque  des  valeurs  çip- 
prochées  qu'on  nomme  aussi  fractions  convergentes, 
se  forme  en  multipliant  l'entier  du  dénominateur  de 
la  fraction  intégrante  à  laquelle  on  s'arrête,  par  le  nu- 
mérateur de  la  fraction  convergente  qui  précède  celle 
qu'on  cherche,  et  en  ajoutant  au  produit  le  numérateur 
de  la  pénultième;  il  en  est  de  même  du  dénominateur. 

Les  deux  premières  fractions  convergentes  vers  ~j~ 
étant  j  et  ^  (122),  la  règle  ci-dessus  donnera,  povu:  la 
3^  et  la  4% 

,q-5  4-  I   __  45  3.46-4-5  _  97 

et  ainsi  des  autres. 

a  Si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  représentée  par 
)^  une  fraction  quelconque  —  ,  il  est  évklent  que  cette 

«  fraction  sera  toujours  la  dernière  dans  la  série  précé- 
)i  dente  ;  puisque  dans  ce  cas  la  fraction  continue  sera 
)i  terminée,  et  que  la  dernière  fraction  de  la  série  ci- 

V  dessus  doit  toujours    équivaloir  à  toute   la  fraction 

V  continue. 

51  Mais  si  la  quantité  a  est  irrationnelle,  alors  la  frac- 
71  tion  continue  allant  nécessairement  à  l'infini,  on  pourra 
31  aussi  pousser  à  l'infiiii  la  série  des  fractions  con- 
r>  vergentes. 

i!:>y.  »  Examinons  maintenant  la  nature  de  ces  frac- 
31  tions;  et  d'abord  il  est  visible  que  les  nombres^, 
33  B,  C,  etc.  doivent  aller  en  augmentant,  aussi  bien 
33  que  les  nombres  J' ,  B' ,  C,  etc.  ;  car,  1°.  si  les 
33  nombres  «,  /2,  y,  etc.  sont  tous  positifs ,  les  nombres 
33  A,  B,  C,  etc..  A',  B',  C,  etc.  seront  aussi  tous po- 
)3  sitifii ,   et  l'on  aura  évidemment 

B>A,       C>n,       D>C,       etc.. 


DES   ÉLÉMENS   d'ALGÈBRE.  ùDl 

M  el 

B'  —  o\i'>A',     C>B\     D'>C,     etc. 

»  2°.  Si  les  nombres  «,  /S,  y,  etc.  sont  tous  ou  en  partie 
11  négatifs ,  alors  parmi  les  nombres  yi,  B,  C,  etc. ,  et 
51  A\  B',  C,  etc.  il  y  en  aura  de  positifs  et  de  né- 
5>  gatifs  ;  mais  dans  ce  cas  ,  on  considérera  que  l'on  a  en 
13  général,  par  les  formules  précédentes, 

B  ,1        C  ,  ^      D       ,      n 

2  =  ^  +  ^'      B  =  ''  +  B'     C=^-^C''''-'' 

V  d'où  l'on  voit  d'abord  que  si  les  nombres  «,  /3,  y,  etc. 
•>•>  sont  dilTérens  Je  l'unité  ,  quels  que  soient  d'ailleurs 
»  leurs  signes ,  on  aura  nécessairement,  en  faisant  abs- 

T>  traction  des  signes ,  —  plus  grand  que  l'uniié  ■  donc  — 
yi  Z> 

C 
Y)  moindre  que  l'unité,  par  conséquent  —  plus  grand  que 

yi  l'unité,  et  ainsi  de  suite  ;  donc  B  plus  grand  que  A ^ 

n  C  plus  grand  que  B ,  etc. 

n  II    n'y   aura  d'exception    que    lorsque  parmi   les 

•>•>  nombres  *, /3,  y,  etc.  il  s'en  trouvera  d'égaux  à  l'unité. 

•>">  Supposons,  par  exemple,  que  le  nombre  y  soit  le  pre- 

51  mier  qui  soit  égal  à  zt  i  ;  on  aura  d'abordé  plus  grand 

M  que  A ,  mais  Csera  moindre  que  B-,  sil  arrive  que  la 

A 
51  fraction  —  soit  de  signe  différent  dey,  ce  qui  est  clair 

,, ,        .    t  C  ,   A  T 

>i  par  1  équation  —  =  y  -f-  -—  ,   parce  que  dans  ce  cas 

n  y  +  —  sera  un  nombre  moindre  que  l'unité  :  or  je 

5>  dis  qu'alors  on  aura  nécessairement  Z>plus  grand  que 
»  B\  car  puisque  yz=:±i,    on  aura   (12G) 

c=:±:!-f-j    et     c — •.-,  =  3:1: 
a  d 


^•J3  COMPLÉMENT- 

5'  or,  comme  cet  d sont  des  quantités  plus  gcandes  que 
)'  l'unité  (n8),  il  est  clair  que  cette  équation  ne  pourra 
)>  subsister,  à  moins  que  c  et  rfne  soient  de  même  signe  ; 

V  donc,  puisque  y  et  (^  sont  les  valeurs  entières  appro- 
»  chées  de  c  et  d,  ces  nombres  y  et  l  devront  être  aussi 

■)•>  de  même  signe;  mais   la  fraction  —  =  y  +  —    doit 

B  B 

«  être  de  même  signe  que  y,  à  cause  que  y  est  un  nombre 

A 
)'  entier,  et  —  une  fraction  moindre  que  Tunité;  donc 

C       . 
'^  B  ^^      seront  des  quantités  de  même  signe  ^  par  con-*. 

n  sequent  —  sera  une  quantité  positive.  Or,    on  a 

n  donc ,  multipliant   par  — ,  on  aura 

B  B^     ' 

,  èC  ,  , 

)î  donc    —  étant  une  quantité  positive  ,  il  est  clair  que 

iJ-  y;  sera  plus  grande    que  l'unité  \  donc  D  sera  plus 

5»  grand  que  B. 

n  De  là  on  voil  que  s'il  arrive  que  dans  la  série  A,  B, 
f>  C,  etd.  il  se  trouve  un  ternie  qui  soit  moindre  que  le 
51  précédent,  le  terme  suivant  sera  nécessairement  plus 
51  grand;  de  sorte  qu'en  mettant  à  part  ces  termes  plus 
r  petits,  la  série  ïie  laissera  pas  d'aller  en  augmentant. 

V  Au  reste,  on  pourra  tonjours  éviter,  si  l'on  veut, 
)•>  cet  inconvénient,  soit  en  prenant  les  nombres  «,  /3, 
îi  y,  etc.  tous  positifs ,  soit  en  les  prenant  tous  dilTérens 

V  de  l'unité,  ce  qui  est  toujours  possible. 
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n  On  fera  les  memeà  raisonnemens  par  rapport  à  la 

T»  série  A,  B\  C ,  etc.,  dans  laquelle  on  a  pareillement 

-^  =  /3,     ^  =  y  +  ^,      _=^-^_,     etc.; 

îi  d'où  l'on  déduira  des  concluiions  semblables  aux  pré- 
r  cédantes,  n 

128.  Maintenant,    si   on  élimine  /î  entre  les    équa-- 
tiens  qui  donnent  B   et  B'  (page  249),  (en  obser- 
vant d'écrire   B' :=.  A' ^^  ,  puis  y  entre    les  équations 
qui  donnent  C  et   C  ,  et  ainsi  de  suite ,  a  on  trouvera 
BA'  —  AB'  =  1  ,       CB'  —  BC  =  AB'  —  BA\ 
D  C—  CD'  —BC  —  CB\     etc .  ; 
n  d'où  je  conclus  qu'on  aura  en  général 
BA'  —  AB'  =  i  , 
CB'  —  BC  =  —  1 , 
DC  —  CD'  =  1  , 
ED'  —  Z>£'  *=  —  1 , 
etc. 
t  Cette  propriété  est  très  remarquable ,  et  donne  lieu  à 
•fi  plusieurs  conséquences  importantes. 

51  D'abord  on  voit  que  les  fractions  -—,,    -jrf  j   jr,,  etc. 

A       ^        C' 

ji  doivent  être  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes;  car 

f>  si,  par  exemple,  C  et  C  avaient  un  commun  diviseur 

îî  autre  que  l'unité,  le  nombre  entier  CB'  —  BC   serait 

•n  aussi  divisible  par  ce  même  diviseur,  ce  qui  ne  se  peut, 

5")  à  cause  de  CB'  —  BC  =  —  1 . 

■>•)  Ensuite  si  on  met  les   équations  précédentes  sous 

r>  cette  forme  : 

W      A'~  A'B'  ' 
C       B  1 


C      B'  ~~      B'C  ' 


^^4  COMPLÉMENT  ^'■ 

etc. , 

V  il  est  aisé  de  voir  que  les  différences  entre  les  fractions 
5>  voisines  de  la  série  -,-,—,  ^,  ^  etc.  vont  continuel- 

V  lement  en  diminuant,  de   sorte  que  cette  série   est 
■)•>  nécessairement  convei'gente. 

V  Or,  je  dis  que  la  différence  entre  deux  fractions 
51  consécutives  est  aussi  petite  qu'il  est  possible  ,  en  sorte 
Y)  qu'entre  ces  mêmes  fractions  il  ne  saurait  tomber  au- 
•)•>  cune  autre  fraction  quelconque,  à  moins  qu'elle  n'ait 
i->  un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  de  ces  frac- 
)'  tions-là. 

V  Car  prenons,  par  exemple,  les  deux  fractions 
"  'C^^'D"        *■       "'"^l'ence  est  -— -,   et  supposons  » 

»  s'il  est  possible,  qu'il  existe  une  autre  fraétion  —  dont 

11 
)i  la  valeur  tombe  entre  celles  de  ces  deux  fractions ,  et 
ij  dans  laquelle  le  dénominateur  n  soit  moindre  que  C 

T>  ou  que  ZT;  donc  puisque  ~  doit  se  trouver  entre  — 

Il  (jt 

V  et  — ,  il  faudra  que  la  différence  entre  -  et  -^ .  qui 
^  n        C       . 

mC—nC         nC—mC 

nU °" 'nC '    ^'^^^   ^        petite    que 

1  D       C 

"  CV7'  ^^^^^^^^^  ^'^tre  j-  et  —  ;  mais  il  est  clair  que 

"  ^^C  —  TnC  ne  saurait   être  <i ,  et  que  par  conse- 
il quent  la  dilTérence        ~  "~—  ne  peut  être  moindre 
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»  que— 7^;  donc  si  n    '  D',  cette  diiïérence  sera  né- 
nC 

)>  cessairement  plus  grande  que  -^^rry  \  de  aiême  la  dif- 

-,  m        D  ,  ,  . 

V  rerence  entie  —  et  —7  ne  pouvant  être    plus    petite 

)•>  que  —=p  ,  sera  nécessairement  plus  grande  que  ^     , 

p  si  «<^  C,  au  lieu  qu'elle  devrait  être  plus  petite. 

123.  )■)  Voyons   présentement    de  combien    chaque 

»  fraction  de  la  série  —p,-^,  etc.  approchera  de  la  va- 

»  leur  de  la  quantité  a.  Pour  cela  ,  on  remarquera  que 
Y>  lea  formulei  trouvées  dans  le  n"  laS  donnent 


a  = 

Ab     ' 

a  •=. 

Bt-\-A 
Bfc  4-  A'  ' 

a  ■=■ 

Cd-h  B 
Cd  -h  B'  ' 

a  ■=. 

De+  C 

De-\-C' 

rt  et 

ainsi 

de 

suite. 

c 

)i  Donc,  si  l'on  veut  savoir  de  combien  la  fraction  — ; , 

«  par  exemple,  approche  de  la  quantité  a,  on  cherchera 

C 

ii  la  différence  entre  — >  et  a;  en  prenant  pour  a  la  quan- 

.  ,   Cd  +  B 

__^_  Cd-\-B         c  _  BC—CB'  __  1 

*      C  "~  'Cd^Bf       C  "  'C{C'd-^B^)  ~  C{^Cd-\-W)  * 
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■)■>  à  cause  de  BC — CB'=i  (128)  :  or,  comme  on 
5>  suppose  que  «^  soit  la  valeur  approchée  de  d^  en  sorte 
1-)  que  la  différence  entre  d  et  (^^ioit  moindre  que  l'u- 
it  nité  (118),  il  est  clair  que  la  valeur  de  d  sera  ren- 
»  fermée  entre  les  deux  nombres  <^  et  <^±:  1  (  le  signe 
»  supérieur  étant  pour  le  cas  ou  la  valeur  approchée  ^ 
■>■)  est  moindre  que  la  véritable  d^  et  le  signe  inférieur 
r  pour  le  cas  où  ^  est  plus  grand  que  fi)  ,  et  que  par 
51  conséquent  la  valeur  de  C'd-\-B'  sera  aussi  renfermée 
a  entre  ces  deux-ci,  C'^-^B'  et  C'(<^±l)-f  5',  c'est-à- 

C 

Il  dire  entre  D'  et  D'dz  C  :  donc  ,  la  différence  a  —  -p 

)i  sera   renfermée  entre  ces   deux    limites 

— — — -  ;  d'où  l'on  pourra  juger  de  la  quan- 


CD"  cm'^C) 

C- 

Y>  tité  de  l'approximation  de  la  fraction  ^,. 

i3o.  •>■)  En  général,  on  aura 

"■  —  A'  ~^  A'b' 
B  1 


B'         B\B'c-^A'^' 
a  =  -Tû  -r  -r 


c"'  "^  C'iC'd  +  B')' 
D  1 

°  ^  F  "~  DXD'e-\-C')' 

:^  et   ainsi  de  suite. 

71  Or,  si  on  suppose  que  les  valeurs  approchées  «  ,  /8 , 
:i  y,  etc.  soient  toujours  prises  moindres  que  les  véri- 
»  tables,  cesnombres  seront  tous  positifs,  aussi  bien  que 
»  les  quantités  b,  c,  d,  etc.  (uS);  donc  les  nombres 
51  A,  B,  C,  etc.,  A',  B',  C,  etc.  seront  aussi  tous  positifs; 
71  d'où  il  suit -que  les  différences  ei  tre  la  quantité  a  et 
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v<  les  fractions  — ;> ,    -^ ,  -7^  »  etc.  seront  alternative- 
A       B       C 

»  mentpositives  et  négatives  ;  c'est-à-dire  que  ces  frac- 

»  tions   seront    alternativement   plus    petites    et   plus 

>>  grandes  que  la  quantité  a. 

ys  Pour  connaîtige  les  limites  de  l'approximation,  il 

n  faut  observer  que ,  comme  ^>>^,  c'^y ,  d^ê",  etc, 

)■>  {hyp.) ,    on  aura 

b>B',     B'c  +  A'>B'y  +  A">C, 
Cd+B'-^Cè^+nf^D',  etc., 

?»  et  comme  è<[/3+i ,  c<^y4-i,  f^ •<  <^+ ï ,  on  aura 

b<ÏÏ+A\  /îV-i-^'</y'(v+i)-4-^'<C-f5', 
Cd-JrB'<^C\è^\)-\~B'<,D'-^C,  etc.; 

■>•)  de  sorte  que  les  erreurs  qu'on  commettrait  en  prenant 

^     r       .       A      B      C  ,         ,        j 

51  les  tractions —r> ,  -77,-77,  etc.  pour  la  valeur  de  a, 
A      ti       (^ 

n  seraient  respectivement  moindres  que 

i  I  1 

ft  mais  plus  grandes  que 
1  1 


etc., 


A\B'-^Ay    B\C-^B'y    C{D'-j-C)' 


etc.,  • 


M  d'où  l'on  voit  combien  ces  erreurs  sont  petites ,  et 
•)■)  combien  elles  vout  en  diminuant  d'une  fraction  à 
»  l'autre. 

ABC 
ï>  Mais  il  y  aplus  :  puisque  lesfractions— 7,  —7,  —7,  etc. 

r>  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 
i>  quantité  a  ,  jl  est  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité 
r>  se  trouvera  toujours  entre  deux  fractions  consécutives 
y>  quelconques  ;  or,  nous  avons  vu  ci-dessus  (128)  qu'il 
Ccmpl.  des  Élém,  d'Alg.  17 
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5>  est  impossible  qu'entre  deux  telles  fractions  puisse  sô 
M  trouver  une  autre  fraction  qtielconque  qui  ait  un  dé- 
>i  nominateur  moindreque  l'un  de  ceux  de  ces  deux  frac- 
»  tiens',  d'où  l'on  peut  conclure  que  chacune  des  fractions 
))  dont  il  s'agit  exprime  la  quantité  a  plus  exactementque 
f)  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  quelconque,  dont 
»  le  dénominateur  serait  plus  petit  que  celui  de  la  frac- 

C 

»  tion  suivante,   c'est-à-dire  que  la  fraction  — ,,  par 

31  exemple,  exprimera  la  valeur  de  a  plus  exactement 

5)  que  toute  autre  fraction  —  ,  dans    laquelle    n  serait 

vt  moindre  que  I/, 

i3i.  •)•>  Si  les  valeurs  approchées  a.,  /3,  y,  etc.,  sont 
y*  toutes  ou  en  partie  plus  grandes  que  les  véritables , 
»  alors ,  parmi  ces  nombres,  il  y  en  aura  nécessairement 
«  de  négatifs  (  123),  ce  qui  rendra  aussi  négatifs  quel- 
M  ques-uns  des  termes  des  séries  A,  B,  C,  etc. ,  A',  B\ 
■)■)   C,  etc.  ;  par  conséquent  les  différences  entre  les  frac- 

A    R     C  ,  .  ,  , 

})  tions  — 17,  —,y  — ,-,  etc.  et  la  quantité  a,  ne  seront  plus 

1»  alternativement  positives  et  négatives ,  comme  dans  le 

n  cas  du  numéro  précédent;  de  sorte  que   ces  fractions 

\\  n'auront  plus  l'avantage  de  donner  toujours  des  limites 

n  en  plus  et  en  moins  de  la  quantité  a,  avantage  d'une  très 

n  grande  importance,  et  qui  doit  par  conséquent  faire 

•)•>  préférer  toujo^irs  dans  la  pratique  les  fractions  con- 

n  tinues,  où  les  dénominateurs  seronttous  positifs.  Ainsi, 

«  nous  ne  considérerons  plus  dans  la  suite  que  des  frac- 

»  lions  de  cette  espèce. 

iSa.  ■)•>  Considérons  donc  la  série 

A"  ^e"  C"  D"       ' 
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îi  dans  laquelle  les  fractions  sont  alternativement  plus 
>♦  petites  et  plus  grandes  que  la  quantité  a  ;  il  est  clair 
>i  qu'on  pourra  partager  cette  série  en  ces  deux-ci  : 

é.    £    Ë. 

E.  B.  L. 

B"  D*  F"  ^^'^' 
fi  La  première  sera  composée  de  fractions  toutes  plus  pe- 
M  tites  que  a ,  et  qui  iront  en  augmentant  vers  la  quan- 
•>•)  titéa;  la  seconde  sera  composée  de  fractions  toutes 
V  plus  grandes  que  a,  mais  qui  iront  en  diminuant  vers 
»  cette  même  quantité,  oi 

La  marche  de  chaque  série  se  déduit  aisément  de 
la  suite  d'équations  qui  termine  la  page  253  et  com- 
mence la  page  254-  En  ajoutant  d'abord  la  i''*  et  la  2®, 
la  3'  et  la  4*.  etc. ,  il  vient 


c 

c 

A 
'A'" 

1 
■  A'C 

C— 
'     h' 

■A' 

y 

'^  A'C 

(126), 

E 

C 

1 

E'— 

C 

E 

E' 

C~ 

CE! 

•      D' 

~  CE'  '■ 

> 

etc. , 

ce  qui  fait  connaître  les  différences  des  fractions  de 
la  i"^*  série  :  celles  des  fractions  de  la  2*  série  s'obtiennent 
en  ajoutant  la  2*  des  équations  citées  et  la  3%  la  4°  et 
la  5',  etc.,   ce  qui  donne 

D'—B'  ê^ 


D       B 

1 

D'       B'~~ 
F       D 
F'      D'~' 

etc. 

B'D' 

1 

c     ~       B'D'  ' 
F'—Ty_         Ç 
E'     ~      WF'  ' 


«  Si  les  nombres  y,  ^,  £ ,  etc.  étaient  tous  égaux  à 
•fi  l'unité  ,  on  pourrait  prouver,  comme  dans  le  n°  128  , 
»  qu'entre  deux  fractions  consécutives  quelconques  de 

17... 
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«  l'une  ou  de  l'autredesséries  précédentes,  il  ne  pourrait 
31  jamais  se  trouver  aucune  autre  fraction  dont  le  déno- 
)i  minateur  serait  moindre  que  ceux  de  ces  deux  frac- 
r>  tions;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même,  lorsque  les 
31  nombres  y,  ^,  e,  etc.  seront  différens  de  l'unité^  car 
3»  dans  ce  cas ,  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  dont 
33  il  s'agit  autant  de  fractions  intermédiaires  qu'il  y  aura 
33  d'unités  dans  les  nombres  y — i ,  ^ —  i ,  t  —  i ,  etc. , 
33  et  pour  cela ,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  successivement 
33  dans  les  valeurs  de  Cet  C  (126),  les   nombres  i, 

r)  2,  3, y— 1>  à  la  place  dey*  et  de  même  dans 

33  les  valeurs  de  D  etD\  les  nombres  1 ,  2,  3, . .  .ê" — 1, 
33  à  la  place  de  ê",   et  ainsi  de  suite. 

i33.  33  Supposons,  par  exemple,  que  y  soit  =::/^,  on 

33  aura 

C=4B-\-A    et     C=^4B'-}-A', 

A        C 

33  et  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  —,  et  — „  trois 

A        C 

33  fractions  intermédiaires ,  qui  seront 

B-hA        nB  +  A       3B-\-A 

B'-\-A"       2B'-j-A"      ZB'-^-A'' 

■n  II  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions 

31  forment  une  suite  croissante  par  des  différences  égales, 

33  depuis   A'  jusqu'à  C ,  et  les  numérateurs  depuis  A 

33  jusqu'à  C;   et  nous  allons  voir  que  les  fractions  elles- 

33  mêmes  croissent  aussi  continuellement  depuis  —,  jus- 

A 

C 

»  qu'à  -p ,  en  sorte  qu'il  serait  maintenant  impossible 

33  n'insérer  dans  la  série 
A    B+A    ^B  +  A    3B-^A    4B-hA  C 

'  '    .__      IL ^^ OU     

A'*  B'-\-A'*  ^B'-\-A"  5B'-^A'*  Z^B'+A'         C  ' 
)3  aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  des 
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ï)  deux  fraction?  consécutives ,  et  dont  le  dénominateur 
5'»  se  trouvât  aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions.  Car  si 
51  on  prend  les  différences  entre  les  fractions  précédentes, 
»  on  aura,  à  cause  de  BA'  — AIÏ  =  i  , 

B  +  A       A        i_ 

B'-\-A'       A'  ~~  A'iB'-{-A')  * 
zB  +  A        B  +  A  1 


zB'-\-A'        B'-i-A'  ~  {B'-\-A'){fiD'-{-A')* 

^B-\-A _o.B-\-A 1^ 

2/^'+^'  "~  i^+Z  ~  (QB'+A'j(5B'-{-A')  ' 

C_  ^  ZB  +  A i_ 

C      5B'-^A'  ~  JW+Â'YC'  ' 

T)  d'oùl'onvoitd'ajaordqueles fractions —7,  -77— — 57, etc. 

Ah  -j-A 

■>■)  vont  en  augmentant ,  puisque  leurs  différences  sont 
51  toutes  positives  ;  ensuite  ,  comme  ces  différences  sont 
)i  égales  à  l'unité  divisée  par  le  produit  des  deux  dénomi- 
)T  nateurs,  on  pourra  prouver,  par  un  raisonnementana- 
r  logueà  celuique  nous  avons  fait  dans  le  n°  128,  qu'il 
31  est  impossible  qu'entre  deux  fractions  consécutives  de 
31  la  série  précédente,  il  puisse  tomber  une  fraction  quel- 
le conque  —  ,  si  le  dénominateur  n  tombe  entre  les  déno- 

«  minateurs  de  ces  fractions,  ou  en  général,  s'il  est  plua 
»  petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénominateurs. 

V  De  plus,  comme  les  fractions  dont  nous  parlons  sont 
»  toutes  plus  petites  que  la  vraie  valeur  de  o,  et  que  la 

5>  fraction  -^  est  plus  grande,  il  est  évident  que  chacune 

«  de  ces  fi-actions  approchera  de  la  quantité  a ,  en  sorte 
il  que  la  différence  en  sera  plus  petite  que  celle  de  la 

»  même  fraction  et  de  la  fraction  ~^,  ;  or,  on  trouve 


stGz 
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A 

B               X 

A'' 

B'  ~      A'B'  ' 

B+A 

B                     I 

B'+A' 

B'  ~       {B'-^A')B'  * 

qB^A 

B                      1 

iiB'+A' 

B'            i^zB'^A')B' 

•sb+a 

B                      i 

3B'-\-A'       B'~       {oB'-\-A')B' 
C      B'~~      ~CB'' 


Yi  Donc,  puisque  ces  différences  sont  aussi  égales  à 
«  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs ,  on  y 
n  pourra  appliquer  le  même  raisonnement  du  n°  128, 

y\  pourprouver  qu'aucune  fraction  —  ne  saurait  tomber 

^      ^       .        A       B-\-A 
«  entre  une  quelconque  des  tractions  -^ ,     -r,,  .  —j,  > 

51  — p—r, .  etc. ,  et  la  fraction  -^-r ,  si  le  dénominateur  n 
aB'-j-A'  '        '  B" 

T)  est  plus  petit  que  celui  de  la  même  fraction  ;  d'où  il 

51  suit  que  chacune  de  ces  fractions  approche  plus  de  la 

21  quantité  a  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction 

51  plus  petite  que  a,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus 

11  petit,  c'est-à-dire  qui  serait  conçue  en  termes  plus 

>i  simples. 

134.  »  Nous  n'ayons  considéré  dans  le  numéro  précé- 
V  dent  que  les  fractions  intermédiaires  entre  ~7?  ^^  y^  '> 

51  il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires  entre 

CE  E      G  .  ^  j 

»  -— ,  et -r^ ,  entre  — 7  et-^,  etc.    si  t,  tj,  etc.,  sont  oei 
LU.  XL        U 

M  nombres  plus  grands  que  l'unité. 
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,  .      B     D 

«  On  peut  aussi  appliquer  a  1  autre  série  -jTii  -jy  > 

«  —, ,  etc.,  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à 

)i  la  première  série  -p  ,  7T, ,  etc.,  de  sorte  que  si  les  nom- 

)i  bres  J^,  Ç,  etc.,  sont  plus  grands  queTucité,  on  pourra 

,     ^       .        n      D  D       F      ^ 

n  insérer  entre  les  tractions  -ry  et  7-;,  entre  757  et  -^ ,  etc.> 

«  différentes  fractions  intermédiaires,  toutes  plus  grandes 

Il  que  a,  mais  qui  iront  continuellement  en  diniir.nant,  et 

n  qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront  la  quantité  a  plus 

n  exactement  que  ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction 

^•>  plus  grande  que  a,  et  qui  serait  conçue  en  terme.-^plus 

n  simples. 

yi  De  plus,  si  /3  est  aussi  un  nombre  plus  grand  que  l'u- 

Yi  nité,  on  pourra  pareillement  placer  avant  la  fraction 

-ff    ,     _       .       y/-f-i     2^4-1     3J-\-i 
V  -^,  les  tractions ,  ,  — := —  ,   etc.,    ]us- 

U  12  0 

,,  /3//-f-i  .      B  _       .  ^     - 

71  qu  a ,  savoir,  — > ,  et  ces  tractions  auront  Jes 

»  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions  iiitermé- 
»»  diaires. 

Yt  De  cette  manière   on  aura  donc   ces  deux  suites 
w  complètes  de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a. 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

A_       B4-J_        aH-^yJ  (y— ,)g-f-^ 

£.        ^4-<^         2D-\-C  (ç  — ,)./7-f  C 

-C'    D'-\-C"     2D'-[-C'""(i  —  i)D'+C' 
E        F-{-E 


3^4  COMPLÉMENT 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a. 
•^4-1       Q^+i      o^+i  (/3~0^-hi 

1    '      2  "'     3    '••••      /3':r^      ' 

^'  '    C-i-B'  '    2 e+Zf '  '  ■  •  •  •  (^_  1  )C-^B'  ' 

yi  Si  la  quantité  a  est  irrationnelle,  les  deux  séries  pré- 
31  cédentes  iront  à  l'infini,  puisque  la  série  des  fractions 

ABC  ,       ,       . 

ri  —,,  —,,  — , ,  etc. ,  que  nous  nommerons  dans  la  suite 

51  fractions  principales,  pour  les  distinguer  des  fractions 
35  intermédiaires,  va  d'elle-même  à  l'infini  (126). 
31  Mais  si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  égale  à  une 
y 
33  fraction  quelconque  -j^, ,  nous  avons  vu  dans  le  numéro 

33 .  cité ,  que  la  série  dont  il  s'agit  sera  terminée^  et  que  la 
33  dernière  fraction  de  cette  série  sera  la  fraction  même 

33  —/,  donc  cette  fraction  terminera  aussi  nécessairement 

33  une  des  deux  séries  ci-dessus ,  mais  l'autre  série  pourra 
33  toujours  aller  à  l'infijii. 

V  En  effet,. supposons  que  <^  soit  le  dernier  dénomi- 

33  nateur  de  la  fraction  continue;  alors  —7  sera  la  der- 

33  nière  des  fractions  principales  ,  et  la  série  des  fractions 
V  plus  grandes  que  a  sera  terminée  par  cette  même  frac- 

33  tion  — ;  ;  or,  l'autre  série  des  fractions  plus  petites  que  a 

C 
31  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à  la  fraction  -jr,  3  ^^î 
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,  .j   D         .  ,  .  .,    , 

^1  précède -p;  mais  pour  la  continuer,  il  ny   a  qua 

V  considérer  que  le  dénominateur  e ,  qui  devrait  suivre 
T»  le   dernier  dénominateur  «^,   sera  =00  (120);    de 

îi  sorte  que  la  fraction  —,,  qui  suivrait —,  dans  la  suite 

»  des  fractions  principales,  serait 
coZ)+  C  _  D 
co/y-f  C  ~  D'' 

yi  or,  par  la  loi  des  fractions  intermédiaires  ,  il  est  clair 
"  qu'à  cause  de  £  =:  00  ,  on  pourra  insérer  entre  les  frac- 

C      E 

îi  tions  -77  et  777 une  inimité  de  fractions  intermédiaires , 

r»  qui   seront 

J7-f-_C       9.3^  C       '5D-\-C 

Z>'H-  C  *     9.D'-\-C'  *     oD'-\-  C  ' 

(2 
y»  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourra,  après  la  fraction  -^—r 

w  dans  la  première  suite  de  fractions ,  placer  encore  les 
1"»  fractions  intermédiaires  dont  nous  parlons ,  et  les  con- 
n  tinuer  à  l'infini. 

i35.  51  Vne  fraction  exprimée  partie  o^randsnomhres 
T»  étant  donnée,  trouver  toutes  les  fractions  en  moindres 

V  termes ,  qui  approchent  si  près  de  la  vérité ,  qu'il  soit 
r  impossible  d'en  approcher  davantage  par  des  fractions 
r>  plus  simples. 

V  Ce  problème  se  résoudra  facilement  par  la  théorie 
)i  que  nous  venons  d'expliquer. 

11  On  commencera  par  réduire  la  fraction  proposée  en 
■fi  fraction  continue,  par  la  méthode  du  n°  121  ,  en  ayant 
yi  soin  de  prendre  toutes  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
»  tites  que  les  véritables,pour  que  les  nombres  «,  (i,  y,  etc. 


etc. 
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r)  soient  tous  positifs  j  ensuite ,  à  l'aide  des  nombres  trou- 

7)  vés  et,  /B,  y,  etc.,  on  formera,  d'après  les  formules  du 

ABC 

51  n"  126,  les  fractions  —p*~iû>'7v)  ^^c. ,  dont  la  der- 

»  nière  sera  nécessairement  la  même  que  lafraction  pro- 
■>■>  posée,  parce  que ,  dans  ce  cas  ,  la  fraction  continue  est 
ji  terminée.  Ces  fractions  seront  alternativement  plus  pe- 
5î  tites  et  plus  grandes  que  la  fraction  donnée ,  et  seront 
r>  successivement  conçues  en  termes  plus  grands;  et  de 

V  plus,  elles  seront  telles,  que  chacune  de  ces  fractions 
Y)  approchera  plus  de  lafraction  donnée ,  que  ne  pourrait 
5'  faire  toute  autre  fraction  quelconque  qui  serait  conçue 
T)  en  termes  plus  simples.  Ainsi  on  aura  parce  moyen 
51  toutes  les  fractions  conçues  en  moindres  termes  que  la 
3î  proposée,  qui  pourront  satisfaire  au  problème. 

V  Que  si  on  veut  considérer  en  particulier  les  fractions 
ï>  plus  petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  pro- 

V  posée  ,  on  insérera  entre  les  fractions  précédentes  au- 
n  tant  de  fractions  intermédiaires  que  l'on  pourra  ,  et  on 

V  en  formera  deux  suites  de  fractions  convergentes,  les 
■)•>  unes  toutes  plus  petites  et  les  autres  toutes  plus  grandes 
T)  que  la  fraction  donnée  (  1 32 ,  1 33  et  1 34)  ;  chacune  de 

V  ces  suites  aura  en  particulier  les  mêmes  propriétés  que 

1        .      ,     r       •  ...ABC 

:5  la  suite  oes  tractions  principales-^,  ~, ,  --^,,etc.;car 

A       Jj        O 

T)  les  fractions,  dans  chaque  suite,  seront  successivement 

rt  conçues  en  plus  grands  termes,  et  chacune  d'elles  ap- 

:i  procheraplus  de  lafraction  proposée,  que  ne  pourrait 

7)  faire  aucune  autre  fraction  qui  serait  pareillement  plus 

n  petite  ou  plus  grande  que  la  proposée,  mais  qui  serait 

3»  conçue  en  termes  plus  simples. 

ri  Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  des  fractions  iVjférmé- 

fl  diaires  d'une  série  n'approche  pas  si  près  de  lafraction 

T>  donnée,  qu'une  des  fractions  de  l'autre  série,  quoique 
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Y)  conçue  en  termes  moins  simples  que  celle-ci"j  c'est  pour- 
«  quoi  il  ne  convient  d'employer  les  fractions  intermé- 
r>  diaires ,  que  lorsqu'on  veut  que  les  fractions  cherchées 
»  soient  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que  la 
5)  fraction  donnée. 

i3G.  r  SuivantLaCaille,  l'année  solaire  est  de  365^5' 
ri  48'  49"}  ^t  P^i"  conséquent  plus  longue  de  ô*  4^'  4.9 
M  que  l'année  commune,  qui  est  de  365';si  cette  différence 
«  était  exactement  desix  heures,  elle  donnerait  un  jour  au 
51  bout  de  quatre  années  communes  ;  mais  si  on  veut  sa- 
31  voir  au  juste  au  bout  de  combien  d'années  commune* 
n  cette  différence  peut  produire  un  certain  nombre  de 
n  jours  ,  il  faut  chercher  le  rapport  qu'il  y  a  entre  24 
■>•>  et  5''  48'  49";  on  trouve  ce  rapport  =  H^;  de  sorte 
y)  qu'on  peut  dire  qu'au  bout  de  S6/\C0  années  com- 
n  munes,  il  faudrait  intercaler  20929  jours  pour  les  ré- 
rt  duire  à  des  années  tropiques  (*). 

»  comme  le  rapport  de  86400  à  20929  est  exprimé  en 
V  termes  fort  grands,  on  propose  de  trouver  en  des  termes 
«  plus  petits  des  rapports  aussi  i-approchés  de  celui-ci 
«  qu'il  lui  est  possible. 

y)  on  réduira  donc  la  fraction  HIH  en  fraction  con- 
n  tinue  par  la  règle  donnée   dans  le  n"  121 ,  qui  est  la 

(*)  On  a^ipcUc  année  solaire  ouannée  tropique  Ves^iBiCctlc  icmjis 
qn'il  faut  pour  ramener  la  terre  dans  la  mtme  position  à  Ttgard  du 
soleil.  Les  astronomes  ont  ccncla  des  observations,  que  cet  espace 
est  de  3G5  jours  5  heures  48  minutes  49  secondes  ;  et  il  suit  de  là 
qu'au  bout  de  365  jours  ,  ou  (Vune  année  cii^i/e ,  il  s'en  faut  de 
5  heures  48  minutes  49  secondes  que  la  terre  n'ait  aoheve  sa  revo-. 
lution  autour  du  soleil.  Ce  complcmeat  se  trouve  compris  dans 
l'année  suivante.  S'il  était  précisément  de  6  Ireurcs  ,  4  révolutions 
rempliraient  4  ^^^  et  un  jour. 

Les  jours  qu'on  ajoute  pour  accorder  les  n-volutions  de  la  terie 
avec  les  années  civiles,  s'appelkntjourj  intercalaires ,  ou  intcr- 
(alations. 


2G8 
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11  même  que  celle  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  commun 
•>•>  diviseur  de  deux  nombres  donnés  :  on  aura 


20923 


864ool4=« 
837x6 

26841 209  2q[7r=/3 
I18788I 
214112684 

543 


l=V 


2141 
1629 

5l2 


3=^ 


543 
j5_i^ 
"37 


1  =  6 


5l2 

1496 

~i6 


l6=Ç 


i  =  ( 


5li5=« 


v>  Connaissant  ainsi  tous  les  quotiens  «,  /2, 7,  etc. ,  on  en 

A      B 

T)  formera  aisément  la  série -^ ,  -7^  ,  etc.   (126)  de  la 


»   manière  suivante  : 
•    4>   7'    1;     3, 


1,      16,       1,        1,         i5, 

4       2_9        /iji       1  28        1  fil       2-12A       "«'^S       55  fi  9        gfiloo 
»'      7    '      b   '      31    >      3y  J      (jôô    >      ca*   J    T3T9  >    ao9aij> 


11  OÙ  l'on  voit  que  la  dernière  fraction  est  la  même  que 
r>  la  proposée. 

T>  Pour  faciliter  la  formation  de  ces  fractions,  on  écrira 
fi  d'abord,  comme  je  viens  de  le  faire,  la  suite  des  quo- 
n  tiens  4,  7,  1,  etc.,  et  on  placera  au-dessous  de  ces 
»  quotiens  les  fractions  f ,  ~,  ~,  etc. ,  qui  en  résultent. 
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r  La  première  fraction  aura  toujours  pour  numéra- 

w  teur  le  nombre  qui  est  au-dessus  ,  et  povu:  dénomina- 

r>  teur  l'unité. 

n  La  seconde  aura  pour  numérateur  le  produit  du 

T  nombre  qui  y  est  au-desaus  par  le  numérateur  de  la 

"  première,    plus    l'unité,    et    pour   dénominateur  le 

V  nombre  même  qui  est  au-dessus. 

n  La  troisième  aura  pour  numérateur  le  produit  du 
n  nombre  qui  y  est  au-dessus  par  le  numérateur  de  la  se- 
71  conde,  plus  celui  de  la  première ,  et  de  même  pour 
7)  dénominateur  le  produit  du  nombre  qui  est  au-dessus 
•it  par  le  dénominateur  de  la  seconde,  plus  celui  de  la 
■fl  première. 

rt  Et  en  général  (d'après  la  règle  du  n°  126)  chaque 
r  fraction  aura  pour  numérateur  le  produit  du  nombre 
m  qui  y  est  au-dessus  par  le  numérateur  de  la  fraction 
T)  précédente,  plus  celui  de  l'avant-précédente  ,et  pour 
r>  dénominateur  le  produit  du  même  nombre  par  le  dé- 
■m  nominateur  de  la  fraction  précédente,  plus  celuide 
n  l'avant-précédentp. 

n  Ainsi,  129=7. 4-hi  ,  7=7'  35=1.294-4, 
r^  8  =  i.7-+-i,  128  =  3.33-1-29,  3t=3. 8-1-7,  et 
y>  ainsi  de  suite. 

51  Maintenant  on  voit  par  les  fractions  7,  ^,  ^  ,  et  c 

V  que  l'intercalation  la  plus  simple  est  celle  d'un  jour 
y)  dans  quatre  années  communes  ,  ce  qui  est  le  fon- 
)i  dément  du  calendrier  julien  ;  mais  qu'on  approcherait 
51  plus  de  l'exactitude  en  n'intercalant  que  sept  jours 
)i  dans  l'espace  de  vingt-neuf  années  communes  ,  ou 
ji  huit  dans  l'espace  de  trente-trois  ans ,  et  ainsi  de 
»  suite. 

«  On  voit,  déplus,  que  comme  les  fractions  7,  ^,  ~ 
r  sont  alternativement  plui  petites  et  plus  grandes  que  la 
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2,/h  ^ 

V  fraction  l^fr?  ou  ë /,  yZy  , ,  l'intercalation  d'un  jouf 

V  sur  quatre  ans  sera  trop  forte,  celle  de  sept  jours  sut 
y>  vingt-neuf  ans  trop  faible  ;  celle  de  huit  jours  sur 
r  trente-trois  ans  trop  forie ,  et  ainsi  de  suite  ;  mais 
«  chacune  de  ces  intercalations  sera  toujours  la  plus 

V  exacte  qu'il  estpossible  dans  le  même  espace  de  temps. 
■)•)  Or,  si  on  range  dans  deux  séries  particulières  les 

11  fractions  plus  petites  et  les  fractions  plus  grandes  que 

n  la  fraction  donnée,  on  y  pourra  encore  insérer  diffé- 

■)■>  rentes  fractions  intermédiaires  pour  compléter  les  sé- 

V  ries;  et  pour  cela  on  suivra  le  même  procédé  que  ci- 
Tt  dessus,  mais  en  prenant  successivement  à  la  place  de 
•)■>  chaque  nombre  de  la  série  supérieure  tous  les  nombres 
rt  entiers  moindres  que  ce  nombre  (lorsqu'il  y  en  a). 

3>  Ainsi,  considérant  d'abord  les  fractions  croissantes 

4,       1,       1,  1,  i5, 

é  2J1  I  fi  '  o^gT  «  fi  it  o  o 

1'  8>         39>  69+'        io929> 

■)•)  on  voit  qu'à  cause  que  l'unité  est  au-dessus  de  la  se- 
y>  conde  ,  de  la  troisième  et  de  la  quatrième,  on  ne 
Y>  pourra  placer  aucune  fraction  intermédiaire,  ni  entre 
y)  la  première  et  la  seconde,  ni  entre  la  seconde  et  la  troi- 

V  sième  ,  ni  entre  la  troisième  et  la  quatrième  ;  mais 
51  comme    la  dernière  fraction  a   au-dessus  d'elle    le 

V  nombre  i5,  on  pourra  entre  cette  fraction  et  la  précé- 

V  dente,  placer  quatorze  fractions  intermédiaires  ,  dont 
r  les  numérateurs  formeront  la  progression  par  difFé- 
r  rences  2865+556.9,s865-f  2.556(5,2865+5.  5569,etc. 

V  et  dont  les  dénominateurs  formeront  aussi  la  progres- 
r  sion  694+1349,  694-1-2.1349,  694-f-3.i349,   etc. 

n  Par  ce  moyen ,  la  suite  complète  des  fractions  crois- 
îî  santés  sera 
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4      T?       iBi       986S      li''t      I  ioo'^       '957»     «5'  jH      :< ->  7 1  o 
T*  T  >   TT»  ~b"»4' J    a<>43  >     33b»   >     A74à    »     boSTTJ     r4.39    > 
?(;»7q     i  1  s  .1  g     A7A17     5a986     -ï  S  5  5  5      6AigX      6  9  ■■  P  3       'jasa 
"iTTi"  »  TôTâT  ^  TT4T0  >    i2«3j»    i4h(4»    15533»     I6S»«»     i  Sa3  •  > 

gog''  I        g*^  too 
iyjsj  )    ajàag* 

>i  Et  comme  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la 
ï*  fraction  donnée ,  il  est  clair  que  cette  série  ne  peut  pas 
n  être  poussée  plus  loin. 

r>  De  là  on  voit  que  si  on  ne  veut  admettre  que  des 
yi  intercalations  qui  pèchent  par  excès,  les  plus  simples 
5>  et  les  plus  exactes  seront  celles  d'un  jour  sur  quatre 
î>  années,  ou  de  huit  jours  sur  trente-trois  ans  ,  ou  de 
w  trente-neuf  sur  cent  soixante-un  an  ,  et  ainsi  de  suite. 

ï>  Considérons  maintenant  les  fractions  décroissante* 


7, 

3, 

16, 

1  , 

12. 
7  > 

laj 

31    > 

9  -  0  i 

S  =;  fi  9  . 

i  J49  » 

w  et  d'abord,  à  cause  du  nombre  7  qui  est  au-dessus 
it  de  la  première  fraction  ,  on  pourra  en  placer  six  autres 
T>  avant  celle-ci ,  dont  les  numérateurs  formeront  la  pro- 
n  gressionpar  différences  4+ >  .^-•4+i>  3.4-l-i>  e'c.,  et 
■n  dont  les  aénominateurs  formeront  la  progression  1 , 
r>  2,  3,  etc.",  de  même,  à  cause  du  nombre  3,  on  pourra 
w  placer  entre  la  première  et  la  seconde  fractions  ,  deux 
1^  fractions  intermédiaires  •,  et  entre  la  seconde  et  la  troi- 
31  sième ,  on  en  pourra  placer  1  5 ,  à  cause  du  nombre  1 6 
n  qui  est  au-dessus  de  la  troisième;  mais  entre  celle-ci 
■fl  et  la  dernière  on  n'en  pourrait  insérer  aucune,  à  cause 
»  que  le  nombre  qui  est  au-dessus  est  l'unité. 

31  Déplus,  il  faut  remarquer  que  comme  la  série  pré- 
n  cédente  n'est  pas  terminée  par  la  fraction  donnée,  on 
33  peut  encore  la  continuer  aussi  loin  que  l'on  veut, 
>3  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  n"  i34.  Ainsi  on 
w  aura  cette  série  de  fractions  décroisssautes. 
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)i  lesquelles  sont  toutes  plus  grandes  que  la  fraction  pro-» 
r  posée ,  et  en  approchent  plus  que  toutes  autres  frac- 
Y)  tions  qui  seraient  conçues  en  termes  moins  simples. 

)■>  On  peut  conclure  de  là  que  si  on  ne  voulait  avoir 
Yi  égard  qu'aux  intercalations  qui  pécheraient  par  dé- 
11  faut ,  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  seraient  celles 
11  d'un  jour  sur  cinq  ans ,  ou  de  deux  jours  sur  neuf  ans  , 
11  ou  de  trois  jours  sur  treize  ans  ,  etc. 

11  Dans  le  calendrier  grégorien ,  on  intercale  seulement 
11  quatre-vingt-dix-sept  jours  dans  quatre  cents  années; 
11  on  voit  par  la  table  précédente  qu'on  approcherait 
ji  beaucoup  plus  de  l'exactitude  en  intercalant  cent  neuf 
V  jours  en  quatre  cent  cinquante  années,  n 

Tous  ces  calculs,  dépendant  de  la  durée  de  l'année, 
sont  liés  aux  progrès  de  l'Astronomie ,  et  Ton  trouvera 
dans  le  Traité  d'astronomie  de  M.  Delambre  ,  ce  qui 
résulte  de  l'état  actuel  de  la  science. 

1^57.  te  Nous  avons  déjà  donné  (126)  la  fraction  con- 
11  tinue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  du 
11  cercle  au  diamètre,  en  tant  qu'elle  résulte  de  la  frac- 
3)  tion  de  Ludolph;  ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  calculer  de 
11  la  manière  enseignée  dans  l'exemple  précédent,  la 
11  série  des  fractions  convergentes  vers  ce  même  rapport, 
51  laquelle  sera 
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3,   7,     l5,      1,        Î2q2,  1,  1  ,  1,  2j 

^     ^      ?T.?       ."^  5  5       I  o  3  '  Q  -^       1  o  •  "^  ig      ?  t>8  "^i  I      ?  I  a  fi  S  9     P_V?  7  1  9 
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1,         3,         1 ,  14,  2 ,  1  , 

11  4  g  1  o  8    ^9?ap  1  7    5  4  I  g  •>  '  1     S  o  1  .  •'  °  ^  "     I  '^S  7  To"5     y.    5  y  5  o  99a 
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1,  2,      •  2,  2,  2, 

^  I  I  S  S  7  0  9  7    lofigoppgog    «  5  <  9  I  °.'  7  7  0    fi  I  1?  7  Q  =  o  ■  5  i     M^8  8^2ilif  <" 
i3loo»i)7  6'  34^»i;i7.i  »  Siioii>-*3o  )ii633iaD^;'  473oi6i  6ù^l 

1,  ?4y  Ù,  1, 

aio5'<'^4''lAl   1  ■>  g  3  3  (^  6  2  I  R  S  3  i  35g^78S77(;il>?  5  "^  7  i  I  5  '  9  2  7  ?  A 
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1,  i5,  3, 

>Q.Sao'^77Fga^7       I  *<  P  7  T  5  a  I  S  %  2  6  7  »  9      4a8ga45  93-?  40304 
ifcji7i646i5jS'     444»j4677cabjo   '    j3i, 3o»i2i57oii7> 

i3,  1,  4, 

5  70^674932067741      6  ■  3  4  »  9  9  5  a  ■■  <  i  T  o  4  5     3  o  a  4  f^  a  7  3  o  .<  3  7  3  5  9  a  i 
i  »i64ai'54»i  1^3-4'    1  y527i)y>  896«4âa  I  >     96a7tit(77a685a337' J 

2i  €, 

<;66tt74."i5°i'g«ggX7       43ooio946S9i">P"a43 
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6,  1. 
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71  Ces  fractions  seront  donc  alternativement  plus  pe- 
»  tites  et  plus  grandes  que  le  vrai  rapport  de  la  circon- 
)i  férence  au  diamètre,  c'est-à-dire  que  la  première -f 
il  sera  plus  petite,  la  seconde  ^plus  grande,  et  ainsi  de 
«  suite  ,  et  chacune  d'elles  approchera  plus  de  la  vé- 
5>  rite  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui 
))  serait  exprimée  en  termes  plus  simples ,  ou  en  gé- 
rt  néral  ,  qui  aurait  un  dénomii  ateur  moindre  qtie  le 
)î  dénominateur  de  la  fraction  suivante  ;  de  sorte  que 
V  l'on  peut  assurer  que  la  fraction  y  approche  plus  de 
51  la  vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  dont 
11  le  dénominateur  serait  moindre  que  7,  de  même  la 
ji  fraction  ^  approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
11  autre  fraction  dont  le  dénominateur  serait  liaoiûdra 
)i  que  106  ,  et  ainsi  des  autres. 

Compl.  des  Élém.  d'Al^.  18 
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T>  Quant  à  l'erreur  de  chaque  fraction ,  elle  sera  tou— 
51  jours  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  produit  du  dé- 
•)^  nominateur  de  cette  fraction  par  celui  de  la  fraction 
Il  suivante.  Ainsi,  l'erreur  de  la  fraction  f  sera  moindre 
>■)  que  j ,  celle  de  la  fraction  ~  sera  moindre  que  777^ , 
3)  et  ainsi  de  suite.  Mais  en  même   temps  l'erreur  de 

V  chaque  fraction  sera  plus  grande  quel'unité  divisée  par 
•>•>  le  produit  du  dénominateur  de  cette  fraction  par  la 
5"»  somme  de  ce  dénominateur  et  du  dénominateur  de 
•)■)  la  fraction  suivante;  de  sorte  que  l'erreur  de  la  frao- 

V  tion  f  sera  plus  grande  que  î ,  celle  de  la  fraction  ~ 
n  plus  grande  que  ~Y3 ,  et  ainsi  de  suite  (1121). 

»  Si  on  voulait  maintenant  séparer  les  fractions  plu* 
55  petites  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
)i  d'avec  les  plus  grandes,  on  pourrait,  en  insérant  le« 
11  fractions  intermédiaires  convenables ,  former  deu* 
Y»  suites  de  fractions  ,  les  unes  croissantes  et  les  autres 
3»  décroissantes  vers  le  vrai  rapport  dont  il  s'agit;  ijn 

V  aurait  de  cette  manière 

_       .  ,  -^  circonf. 

Fractions  plus  petites  que  -z-. — 7-- 
'       diamet. 
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«  Chaque  fraction  de  la  première  série  approche  plus 
«  de  la  vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction 
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*  exprimée  en  termes  plus  simples,   et  qui  pécherait 

V  aussi  par  défaut  ;  et  chaque  traction  de  la  seconde 
M  série  approche  aussi  plus  de  la  vérité  que  ne  peut 
n  faire  aucune  autre  fractioq  exprimée  en  termes  plus 
»  simples  et  péchant  par  e^ès, 

T  Au  reste ,  ces  séries  deviendraient  fort  prolixes ,  si 

V  on  voulait  les  pousser  aussi  loin  que  nous  avons 
î>  fait  à  l'égard  des  fractions  ^principales  données  ci- 

V  dessus.  1) 

i38.  Après  les  exemples  ci -dessus,  les  lecteurs 
trouveront  sans  peine  It^  diverses  valeurs  approchées 
de    V/'â, 

i  3  7  2_1         ij.         £2  aTp  . 

il       a»       5»        la»       i»»'        70J       'îTs>       etc., 

au  moyen  de  la  fraction  continue 

a-f-etc.  (laS). 

Une  semblable  fraction,  dans  laquelle  les  dénomina- 
teurs sont  toujours  les  mêmes  ,  ou  reviennent  dans  un 
certain  ordre,  se  nomme/racfio«  continue  périodique , 
et  peut  toujours  être  regardée  comme  la  racine  d'une 
équation  du  second  degré. 

Soit  la  fraction  a  +  r   .    i 

^+64- etc.; 

en  la  faisant  égale  à  x,   on  aura 

1 

^^-f-etc. 

i8.. 


tjS  COMPLÉMENT? 

Le  nombre  des  fractions  intégrantes  étant  illimité, il  est 

évident  qu'on  peut  substituer  encore  x — a  à  l'ensemble 

des  fractions  qui  suivent  la  première ,  en  sorte  qu'on 

aura 

1 

b  ~{-x  —  a 

d'où   il  suit 

x'' —  (2C  —  b)  X -\' a' —' ab '-'  i  =o  , 

équation  de  laquelle  dépend  l'inconnue  x ,  qui  repré- 
senté la  fraction  proposée. 

Si   l'on  fait    6=  2a,   l'équation    ci-dessUs    devient 
x^—'O^  —  1  =  o;  et  la  fraction 

,     1 

zr  =:a  H ,    i 

aa-f- —   ,     ^ 
Q.a  -f-  etc. 

donne  la   valeur   de    \/a^-f-i. 

Quand  a  =  i ,    il  vient  x  =  V^2  ,  ce  qui  justifie  l'ex- 
pression indéfinie  rapportée  plus  haut. 

Soit  encore  la  fraction  continue 

'^  +  6  +  1 

c  -f-  etc. , 

dont  la  période  embrasse  deux  fractions  intégrantes  ', 
on  aura,  dans  Ce  cas, 

1 

b-\--  ,   I 

c  -f-  etc.  , 

et  on  substituera  x — a  au  lieu  de  toutes  les  fractions 
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«jui  suivent  la  seconde  ;   il  viendra 

1 
X  —  a  r= , 

c-^  X  —  a 
dont  on  tirera 

bx^  —  (aaè  —  bc)  x  -\-  a^b  —  abc  —  c  =  o. 

11  est  facile  d'étendre  ce  procédé  à  telle  fraction  pé- 
riodique que  ce  soit. 

139.  Réciproquement  y' «ne  équation  du  second  do- 
gré  étant  donnée,  on  en  tirera  une  fraction  continue 
périodique,  en  lui  appliquant  la  niédiode  donnée 
(Elém.  22))  pour  résoudre  les  équations  par  approxi- 
mation. 

L'opération  est  bien  simple  par  rapport  à  l'équation 
x^  — (aa — b^x-^-a""  —  ab  —  1  =  0 

du  numéro  précédent.  En  faisant  x=:a-\ —  ,  il  vient, 
après  les  réductions, 

équation  d'après  laquelle  on  reconnaît  sans  peine  que 
y  doit  être  compris  entre   b    et  b  -\-  1  ;   et    posant  en 

conséquence  y  =::b  -\ — 7,  on  trouve  encore 

(y  —  b)y'—  1  —  o. 

Les  transformées  étant  donc  toutes  semblables  ,  isez-a 
la  valeur  approchée  de  chacune  des  inconnues  y,  y', 
y" ....  ,  et  l'on  aura  par  conséquent  pour  x  la  pre- 
mière des  fractions  continues  littérales  posées  dans  I3 
numéro  précédent. 
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Pour  la  démonstration  du  cas  général  de  la  pro]>Or 
sition  ci-dessus  ,  je  renverrai  aux  Additions  à  l'Algèbre 
d'Euler,  p.  4/^3  ^*  ^^^  Traité  de  la  Résolution  des 
Equations  numériques,  par  Lagrange ,  2^  édit. ,  p.  Sg. 

De  quelques  autres  transformations  des  fractions, 

140.  On  a  vu  dans  le  n°  121  que  la  fraction  continue 

équivalente  au  nombre  fractionnaire  —  ,  s'obtenait  de  la 

même  manière  qu'on  procède  à  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire  en  divisant  A 
par  B ,  puis  B  par  1p  reste  C,  puis  ce  premier  reste  C 
par  le  second  D  ,  et  ainsi  de  snite.  On  peut,  au  lieu  de 
prendre  à  chaque  opération  partielle  un  nouveau  divi- 
dende et  un  nouveau  diviseur,  diviser  le  premier  nombre 
^  par  B ,  puis  parle  reste  Cde  cette  première  division, 
puis  par  le  reste  C  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  On 
obtiendra,  d'après  ce  procédé,  une  espèce  de  fractions 
convergentes ,  remarquées  d'abord  par  Lambert ,  et 
traitées  depuis  par  Lagrange,  dans  le  volume  des  Débats 
4e  l'École  Normale,  et  dans  le  5*  cahier  du  Journal  da_ 
l'École  Polytechnique. 

Si  l'on  fait  successivement 

A  =  mB  +  C, 

A  —  nC  -{-  C, 
A  —  n'C'-\-  C", 
A  =  n"C"-{-  C", 
etc. , 


.on  en  déduira 


A  C 

m-{-- 

A-^C 


B  ="^-^:ë> 


c   z= 


n 
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n 
etc.  ; 

d'où  Ton  conclura  ces  diverses  valeurs, 

^  =  "^  -^  ^' 

A  _  A  C 

A  ^   A  A       ^      C    . 

JS  Bn         Lnn  Lnn 

A  _         A_ A_ j cr 

a  Bn         Bnn  Bnn'ii  Bnn'ii  * 

6tc. 

A 

La  fraction  —  est  ainsi  transformée   dans  une  suite 
B 

convergente  ;  car  il  est  visible  que  les  quotiens  n,7i',n",ctc. 

Yont  en  croissant,  tandis  que  les  restes  C,  C  C",  etc. 

diminuent  sans  cesse  :  on  voit,  de  plus,  que  cette  série  doit 

A 

s'arrêter  toutes  les  fois  que  le  nombre  -^  est  rationnel.  En 

B 

effet,  la  suite  des  divisions  prescrites  par  le  procédé 

ci-dessus  conduit  nécessairement  à   un  quotient  exact , 

lorsque  A  et  B  sont  des  nombres  entiers,  puisque  les 

restes  diminuant  successivement,  on  doit  finir  par  en 

trouver  un  égal  à  l'imité  quand  les  nombres  A  et  B  sont 

premiers   entre  eux. 

i4i.  Si  l'on  prend,   au   lieu  du  nombre  fraction- 

A  C 

^^gire  -^ ,  la  fraction  proprement  dite  -^ ,  dans  laquelle 
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C  KiB ,  on  aura 

B  =   nC    +  C,^ 

(  ^  —^ 

B  ~  n 

C 

B^' 

B  =  ii'C  +  C",  \ 
1 

,   ou 

C  _  1 
<     B  ~  n 

C" 

"'  B,r 

B  —  ii!'C"  +  C,  l 

C"        1 
B  ~  n!' 

C"- 
"  Bn"' 

etc.                           J 

.  etG, 

«i'où  l'on  tirera  successivement 

C   __  1   _^    C^ 

B   ~  n         Bn' 

B   ""  n         nn'  "^.  Bivi" 

C  _  1  _  j_  _^ 1 ■€"  _ 

Z?  71  rt/i'         nn  II"  Bnn'n"*^ 

etc. 

Toutes  les  fractions  partielles  de  ces  résultats,  ex- 
cepté la  dernière,  ont  pour  numérateur  l'unité.  Cette 
dèmière  donne  toujours  l'erreur  qui  résulte  de  l'ensemble 
des  autres.  Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  les  valeurs 


1 

11 

1          ^      i_      ' 

J 

~  ~~"          7  } 

~  "~"       ?    (         '~7ïi'* 

etc.. 

/* 

n         nn 

n       nn        nn  n    :, 

jtji   j.i 

sont  alternativement-  pliiâ  petites  et  plus'  grafltîék  que  là 

C  .      '  '"   '^   '  '  '. 

fraction    —,  en  supposant  toujours  les  quotiens  n,n, 

n",  etc.  ,  pris  comme  en  Arithmétique.  Il  serait  facile  de 
trouver  les  modifications  qu'appo'rteraieljt  dans  cette 
conclusion  et  dans  lessignes  des  fractions  partielles,  des 
quotiens  pris  tantôt  en  excès  et  tantôt  en  défaut  ;  les  con- 
sidérations analogues  développées  dans  le  n°^  124  me 
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dispensent  d'eutrer  ici  dans  aucun  détail  à  cet  égard  ;  je 
me  bornerai    à  faire    remarquer   que  l'on  aura   une 
approximation  plus  rapide,  en  prenant  touiours  le  quo- 
tient au  plus  près,  soit  en-dessus,  spit  en-dessous. 
Je   ferai  encore  remarquer   que  l'on   peut   obtenir, 

pour  le  nombre  fractionnaire  —,  des  expressions  sem- 
blables aux  précédentes ,  en   substituant  celles-ci  à  la 

C  A  C 

place  de  —  dans  l'équaticn  — -  =  7a-f-  — . 

Si  l'-on  applique  ce  qui  vient  d'être  ^it  à   la  fraction 


887  _  1  _^ 


iio3  5       5.47       5.47-5o 

1  I 


5.47.50.367      5. 47 -50. 087. 55i 
I 


5 . 4? • 5o . 367 . 55 1 . 1 I o3* 
On  peut  employer  aussi  ce  procédé  pour  obtenir  des 
valeurs  approchées  de  fractions  décimales,  en  ayant 
égard  à  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  du  n**  laS, 
Si  l'on  en  fait  usage  pour  déduire  de  la  fraction  j^^^'^, 
des  valeurs  approchées  de  \/2,  on  trouvera 

. /-  ■    '  1      I        1 

V  2  =  1  -\ p-  H ;.- etc. 

2  2.0  2.5.7 

En  partant  de  la  fraction  de  laquelle  dépend  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre  (120),  rt  prenant 
les  quotiens  au  plus  près  (i23),  il  vient 

circonf.        ^    ,     1  1  l 

—  =  3  H-  -  ^ 


diamet.  7       7.113       7.113.4709 

,  1 

+ 1-  etc 

7. i 13.4739.47001 
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142.  On  a  fait  voir,  dans  le  n°  1128,  qu'en  dfésB 
gnant  par 

é^      ^       C        D       E^       F^ 
A"     B"      C"     D"     E"     F" 

la  suite  des  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a, 
déduites  de  la  fraction  continue  équivalente  à  cette 
quantité,  on  avait 

B'      A'~      A'B" 
C       B  1 


C       B'~~      B'C 
D        C  i 


D'      C^     ciy' 

£_D_ i_. 

E'      D'  ~      jyE'  ' 

il  en  résulte,  pour  a,  cette  suite  de  taleura,  de  plus 
en  plus  approchées, 

A'  ^  A'B'* 


A'  ^  A'B'      B'C 


A  1 1 ■      \ 

etc. , 

ce  qui  offre  encore  une  transformation  de  l'expies- 
sion  de  a  en  série  convergente ,  finie  si  a  est  rationnel , 
et  infinie  dans  le  cas  contraire. 

Cette  dernière  transformation  est  d'autant  plus  re- 
marquable ,  qu'Euler  en  a  tiré  un  moyen  de  convertir 
«n  fraction  continue  toute  série  dont  les  termes  sont  g]- 
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ternatJvement  positifs  pt  négatifs.  {J^oyez  le  chap.  XYIII 
de  V  frUroductio  inAnahsm  injinitorum.)  11  y  est  revenu 
depuis ,  dans  2"  volume  de  ses  Opuscula  analytica 
(pag.  i38);  mas  ces  recherches  sont  trop  compliquées 
pour  trouver  place   ci. 

143.  On  peut  généraliser  la  réduction  des  fractions 
ordinaires  en  fractions  d'^C'males,  en  se  proposant  de 
convertir  une  fraction  quelconque  en  une  autre  d'undé- 

C 

nominateur  donné,  -r-  étant  la  première ,  et  è  le  deno- 
B 

minatetr  donné,  la  seconde  aura  évidemment  pour  nu- 

hC 

mératfur  le  quotient -^  évalué  en  nombres    entiers.  Si 

l'on  représente  ce  q\^otient  par  n  et  le  reste  par  Cy  on 
a  exactement 

bC  C       ^,    .      C        n         C 

_=n+-gr,     dou     _=_+^, 

et  poursuivant  ces  divisions ,  on  arrive  à 


B    ="   +   5' 

C         n'           C" 
B    ~  b   ^  bB* 

B     -""   -^    B* 

C"        n"         C" 

etc. , 

• 

résultats  desquels  on   tire 

C       n       C 

B~b'^  bB' 

B~  b"^  b^^ 

C 
b'^D 

t 

B       b^  b^  ' 

n"        C 
h"'^  b^B' 

etc. 
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L'application  des  raisonnemens  faits  en  Arithmétique- 
sur  les  fractions  décimales  ,  conduit  facilement  aux  con- 
séquences que  fournissent  les  expressions  ci-dessus  ;  et 
les  considérations,  qu'on  y  a  développées  dans  le  n°  97, 

C 

montrent  en  particulier  que  si  la  fraction  —  est  ration- 
nelle ,  les  quotiens  n,  n' ,  n" ,  etc.  doivent  nécessairement 
avoir  des  retours  périodiques. 

i44'  Les  diverses  transformations  dont  je  viens  d'ex- 
poser succinctement  les  principes ,  se  déduisent  de 
l'équation 

C       c 

qu'on  obtient  en  comparant  deux  fractions  —  et  r  pour 

connaître  leur  différence,  dont  le  numérateur  est  alor$ 
exprimé  par  D. 

1°.  Si  l'oH^veut,  en  supposant,  le  numérateur  c=  1, 
trouver  pour  b  un  nombre  entier  tel ,  que  la  différence 
D  soit  la  plus  petite  possible  ,  il  est  visible  qu'il  faut 
faire  b  égal  au  quotient  du  dénominateur  B  par  le  nu- 
mérateur C;  et  désignant  ce  quotient  par  77,  on  retombe 
sur  l'équation 

C  _  1  __  ^' 

£   ^  n        Bn 

C 

trouvée  dans  le  n°  \Ai.  Traitant  de  même  la  fraction  -—■ 

IP 

et  les  suivantes,  on  opérera  la  transformation  indiquée 

dans   ce  numéro. 

2°.  Il  est  visible  qu'en  se  donnant  le  dénominateur,  oa 
tombe  sur  la  transformation  du  numéro  précédent. 

3°.  Enfin  si,  laissant  les  deux  termes  de  la  fraction 
c 
T  indéterminés ,  on  parvenait  à  découvrir  la  plus  petits. 
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Valeur  dont  ils  sont  ausceptibles  en  vertu  de  l'équation 
Cb  —  Bc  =  ±i, 

dans  laquelle  D  estleplus  petit  possible,  on  reproduirait, 
dans  un   ordre  inverse,  les  fractions  convergentes  qui 

C 

résultent  de  la  fraction  continue  équivalente  à  --..  Cela 

est  évident  par  les  équations 

BJ'  —  JB'  —   1  , 
CB:  —  BC  ~  -   \, 
DC  —  CD'  —  i  , 
ED'  —  DE'  =  —  1 , 
etc. ,     . 

déduites  de  la  comparaison  des  fractions   -> ,    jp  ,    -rj  , 

jy  ,  etc.,  dans  le  n°  128  ;  car  la  dernière  de  ces  fractions 

étant  la  proposée ,   l'avant-dernière  sera  identique  avec 

7  ;  faisant  ensuite  ch' —  6t'  =  ±  1  ,  la  fraction  -n ,   dé- 
o  o 

.     ,  c  .  .  1.         /     '       1 

terminée    comme  y  ,  sera  nécessairement  1  antépénul- 
tième convergente  ,  et  ainsi  de  suite. 

C'est  sur  ces  rapprochemens  qu'est  fondé  l'excellent 
Mémoire  de  Lagrange  sur  la  transformation  des  frac- 
tions )  on  y  trouve  les  moyens  d'obtenir  les  nombres  b  ,  c, 
b' ,  c  ;  mais  comme  il  ne  cofftient  pas  toute  la  théorie 
des  fractions  continues ,  j'ai  cru  devoir  encore  pré- 
férer le  texte  de  ses  Additions  à  t  Alg;èbre  d' Euler^ 
qui,  plus  complet ,  se  lie  d'ailleurs  mieux  avec  les  di- 
vers ou^Tages  où  l'on  traite  des  fractions  continues. 
Les  lecteurs  que  cette  matière  peut  intéresser  auront  à 
consulter. 
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Les  Œuvres  de  TVallis  ; 

Descriptlo  automati  Planetarii,  (Euvres  d'Huygenâ  j 

lu^ Introductio  in  Ânalysin  infinhonim  ,  d'Euler  ; 

Plusieurs  Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourg 
(^Anciens  Comm. ,  tom.  IX  et XI -,  nouveaux,  tom. IX> 
XI  et  XVIII,  Actes  1779,   T"  partie); 

Ceux  de  l'Académie  de  Berlin  (années  1767,  1768, 
1769,  i'7J^)\ 

Ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (ann, 
1772,  F'  partie); 

Le  2*  volume  des  Élémens  d' Alcrèhre ,  d'Euler; 

Les  Opuscula  analytica ,  d'Euler  ; 

Le  Traité  de  la  Résolution  des  Équations  numé- 
riques,  de  Lagrange  ;  * 

La   Théorie  des  Nombres ,  de  Legendre  ; 

Et  enfin  le  5^  cahier  du  Journal  de  t École  Poly* 
technique. 

Notions  générales  sur  l'Analyse  indéterminée. 

145.  Lorsque  l'énoncé  d'une  question  fournit  moins 
d'équations  que  d'inconnues  ,  cette  question  est  indéter- 
minée, parce  Qu'elle  est  susceptible  d'un  nombre  infini 
de  solutions.  S'il  s'agissait,  par  exemple,  de  trouver 
deux  nombres  dont  la  somme  fût  égale  à  10,  onamait 

réquation 

X  +  y=io, 

et  quelque  valeur  qu'on  donnât  àj',  on  en  trouverait  une 
pour  X  j  mais  en  se  bornant  à  ne  prendre  pour  l'une  et 
l'autre  de  ces  inconnues  que  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ,  il  est  évident  qu'on  ne  peut  avoir  que  les  licuf  solu- 
tions suivantes  : 

X  r=  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 
^  =  9;  ^.  7^  ^^  5,  4,  3,  2,  I, 
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et  îes  quatre  demièreà  ne  doivent  pas  êti-e  regardées 
fcomme  dilTérentes  des  quatre  premières,  puisqu'il  suffit 
de  changer  x  en  y  pour  rendre  celles-ci  identiques  avec 
les  autres. 

L'exclusion  donnée  aux  nombres  négatifs  et  fraction- 
naires ne  limite  pas  toujours  le  nombre  des  solutions 
des  problèmes  indéterminés  ;  mais  il  faut  souvent  re- 
courir à  des  artifices  d'anal3'se  très  remarquables ,  pour 
ne  tomber  jamais  que  sur  des  valeurs  entières  et  posi- 
tives des  inconnues. 

L'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
être  représentée  par 

ax  -\-byz=c, 

n,  b,  c,  étant  des  nombres  entiers  donnés.  Il  faut  que 
les  deux  premiers,  a  et  b,  n'aient  aucun  facteur  commun, 
à  moins  que  ce  facteur  ne  le  soit  aussi  du  troisième.  En 
elfetj  ai  on  avait 

a  =  km ,  b  =:  kn  , 

il  en  résulterait 

c        > 

kmx  -f-  kny  =  c     ou     mx  +  ny  =  -  , 

tt  il  serait  par  conséquent  impossible  que  x  ety  fussent 
des  nombres  entiers,  si  c  n'était  pas  divisible  par  k. 

L'équation  ax  +  6y  =c  ne  demande  aucune  prépa- 
ration, lorsque  l'un  des  coefHciens  a  ou  6  est  égal  à 
l'unité;  car  soita:=  i  ,  on  a  sur-le-champ 

X  =  c  —  by , 

et  ne  prenant  pour^  que  des  fiombres  entiers  ,  on  n'eu 
trouvera  non  plus  que  de  tels  pour  x. 

146.  Occupons- nous  donc  du  cas  général ,  et  suppo- 
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sons  que  dans  l'équation  ax-\-by=:c,  on  a\ta<^bi 
Soit  ma  le  plus  grand  des  multiples  de  a  que  puisse  con- 
tenir b,  en  sorte  que  b  =  nia  -f-  '',  r  étant  moindre  que  a, 
il  viendra 

ax  -j-  may  -{-  ry  rr=:  c ,  ou  a(x  +  "^y)  +  O'  ^^  ^* 
Faisons  x  -\-  tny  =  i  ,    nous  aurons 
ry  -{^  at  =zc. 

Si  r  était  l'unité,  la  question  serait  résolue,  car  on  aurait 
alors  les  équations 

X  +  "ij  =  t       et      j'  -{-  at  =  c  , 

desquelles  on  tirerait 

y  ^=  c  —  at,         X  ■=  i  —  my , 

qui  donneraient  par  conséquentdes  nombres  entiers  pour 
X  ety,  en  prenant  de  pareils  nombres  pour  t. 

Si  r  surpasse  l'unité,  nous  aurons,  à  cause  de  r<^a, 

a  =:  m'r  +  /, 
mV  étant  le  plus  grand  multiple  de  r  que  puisse  con- 
tenir o;  et  substituant  cette  expression  dans  l'équation 
ry  -\-  at  ■=  c  ,  nous  trouverons 
ry  -f-  m'rt  -j-  r't  =c,     ou     r(^y  +  m'i)  -{-/t=c], 
nous  ferons  y  +  mt  =  u ,  ce  qui  donnera 

r  t  ■}- ru  :=■  c  : 
nous  aurons  donc  les   équations 

x-\-my  =  t,    y  -{•  mt  z=u,     rt-i-ru=zc , 
qui ,  si  r'  =  1  j   donneront 

X  =  t  —  my,     y  :=  u  —  m^t ,     f  =  c  —  TU  '^ 
et  prenant  pour   u  un  nombre  entier,    on   en  déduira 
aussi  des  valeurs  de  f ,  de_y  et  de  x,  en  nombres  entiers. 
Si  r'  suroasse  l'unité,  il  fa.dra  opérer  sur  la  dernière 
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équation  r't~{-ru  =z  c ,  comme  sur  les  précédentes  ^  et 
puisque  r  est  •<]/•,  on  aura 

r  =  m'y  +  r", 

m"/  étant  le  plus  grand  multiple  de  r  que  puisse  con- 
tenir r.  Par  cette  expression,  l'équation  r't~{-ru=c  se 
changera  en 

/(f +  m"a)4-r''u=c; 

faisant  (  +  m"u  =  v,  on  aura 

r"ti  -f-  r'v  =  c , 

et  dans  le  cas  où  r"  serait  égal  à  l'unité,  il  en  résulterait 
les  équations 

x-{-myz=t ,    y-\-Tîit=iu,     t'\-m"  u^=.v  ^     i/-f-rV=c, 

dont  on   tirerait 

X— f — my,    y=ii — Tn't,     t=\/ — m'^u  ,     uz=c — /v, 

valeurs  qui  seront  toujours  entières,  si  v  est  un  nombre 
entier. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  procédé  conduira  nécessai- 
rement à  une  équation  dans  laquelle  l'une  des  incon- 
nues aura   l'unité  pour  coefficient,  car   les  valeurs  de 

r,  /,  r", s'obtiennent  par  la  même  opération  que 

celle  qu'il  faudrait  faire  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  nombres  Z?  et  a ,  et  qui  don- 
nerait pour  dernier  résultat  l'unité  ,  puisque  ces  nombres 
sont  premiers  entre  eux.  En  effet,  dans  la  suite  des 
expressions 

b^^ma-^-r,    a=zm'r+/y    r  =  mV -{-r",   etc., 

t  est  le  reste  de  la  division  de  b  par  a ,  /  celui  de  la  divi- 
sion de  a  par  r,  r"  celui  de  la  division  de  c^arr',  et  ainsi 
de  suite. 

Compl.  des  Élém.  d'Alg.  ig 
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147.  Je  prends  pour  premier  exemple  cette  question  î 
Quelqu'un  qui  n'a  que  des  pièces  de  Sfruiia  et  des  pièces 
de  2.4  >  se  propose  de  payer  une  somme  de  'io^fr.', 
combien  doit-il  donner  des  unes  et  des  autres  ? 

Soit  X  le  nombre  des  pièces  de  5  francs,  y  celui  des 
pièces  de  34  ;  il  viendra 

hx-{'24y  =  109  ; 

on  aura  dans  ce  cas 

a=5,      è=24>      c=  10g, 

et  on  trouvera 

m  =  4>     T  =  4i     rn'  =.1 ,     r'=:i, 

ce  qui  donnera 

x+4y  =  tj    j  +  t=:«,     i+4a  =  iog; 

d'où  l'on  déduira 

a:  =  f  —  4y  >  j'  =  "  —  ^  »   f  =  1 09  —  4"  ; 

remontant  de  la  valeur  de  f  à  celles  de^  et  de  x,  on 
trouvera  enfin 

x  =  545 — 24ii,    y  =zhu — 109. 

Pour  ne  tirer  de  ces  valeurs  que  des  résultats  positifs,  il 
faut  ne  prendre  pour  u  que  des  nombres  tels  ,  qu'on  ait 
5u>»i09  et  â4"<C545;  ces  nombres  doivent  donc 
être  compris  entre  -3^  et  ^ ,  c'est-à-dire  ai  et  23;  il 
n'y  en  a  par  conséquent  qu'un  seul ,  savoir  32.  En  sup- 
posant u  =1  22 ,  on  trouve 

x=zij,      y~i', 

et  en  effet,  17 pièces  de  5  francs  font  85 francs,  qui, 
ajoutés  avec  24/  donnent  109. 
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La  question  ci-dessus  revient  à  partager  le  nombre 
109  en  deux  parties ,  dont  l'une  soit  divisible  par  5  et 
l'autre  par  24  ;  et  ce  cas  particulier  est  remarquable 
en  ce  que  le  problème  est  déterminé  et  n'a  qu'une 
seule  solution  ,  lorsqu'on  exclut  les  nombres  fraction- 
naires et  les  nombres  négatifs  :  il  n'en  est  pas  de 
même  de  la  question  suivante.  ^ 

• 

148.  Quelqu'un  achète  des  chevaux  et  des  bœufs  ;  il 
paie  les  uns  3i  pièces  de  5  francs  chaque ,  et  les  autres 
20,  et  il  se  trouve  que  le  prix  total  des  bœufs  surpasse 
de  7  pièces  celui  des  chevaux  :  combien  pouvait-il  y 
avoir  de  bœufs  et  de  chevaux? 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  boeufs ,  et  par  y 
celui  des  chevaux  ,    on  trouvera 

•20J:  r=:oi_y -f-7,     ou     a.ox  —  01^  =  7; 

dans  le  cas  actuel,  on  a 

a  r=z  zo ,     b  =z  —  3i,     c  z:=z  j  , 

et  il  en  résulte  par  conséquent 

m  =  —  1,  r=  — 11,  m'=  —  1,  r'==-f-9,  771"= — ij 
r''r=-2,    m"'=-4,  r"=:-Hz; 

on  fera  donc  _.^^  ^^^  ^^, 

X — y=-i,   y  —  t=su,    t-^u-=Vy    u-^4t-'=^» 

et  il  viendra  en  dernier  lieu 

V — 2wr=7, 

ce  qui  donne,  en  remontant  aux  valeurs  de  x  et  de  y, 

f=:7+2W,      Zi  =  28  +  9vv,      t=zo5-\-  iiw , 
^  =  63  +  20^,     x=  ^S-{-  onv. 

Bien  ne  limite  ici  les  valeurs  de  x  et  celles  de  y ,   qui 

19-. 
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sont  positives ,  lors  même  qu'on  donne  à  w  les  valeur* 

négatives  — 3,  — 2,  — 1  ;  et  si  on  fait  successivement 

jv  =  —  3,  on  trouve^  =      3,    a;  =      5, 

=  —  2  =23  =36 

=  —  1  =43  =67 

=  0  =63  =98 

=  1  =83  =129». 

r=  a  =  io3  ?=  i6o 

=—  5  =  123  =  191 

etc.  etc.  etc. 

Les  valeurs  de  y  et  celles  de  x  font,  comme  l'on  voit, 
deux  progressions  par  différences  ;  dans  la  progression 
relative  à  y,  la  différence  est  égale  au  coefficient  de  ce , 
et  dans  la  progression  relative  àx,  la  différence  est  égala 
au  coefficient  de  y.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  cetta 
circonstance  a  toujours  lieu  *,  il  suffit  pour  cela  de  re-« 
monter  des  valeurs  générales  de  v,  u,  t  (146),  à  celle* 
de  a:  et  de  ^  ;  mais  on  va  le  voir  encore  plus  sim-* 
plement. 

149.  Si  on  connaissait  à  priori,  ou  qu'on  eût  trouvé 
par  hasardj  une  solution  d'une  équation  indéterminée,  oa 
pourrait  en  obtenir  une  infinité  d'autres,  ainsi  qu'il  suit. 
Soit  a:  =  «,  ^  =  /3,  les  deux  valeurs  données;  on  aura 
par  hypothèse 

aoi-\~  bli  ■=.  c; 

retranchant  cette  équation  de  la  proposée  ex -|-iy=c, 
il  viendra 

a{x  —  «)  +  Z>  (j  —  /3)  =  o , 

4'où  oq  tirera 

a?— «=-(/3— j); 


\ 
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maïs  puisque  les  nombres  a  etb  sont  premiers  entre  euxy 

la  quantité  -  (^,  — y)  ne  peut  être  entière ,  a,  moins  que 

y8 — y  ne  soit  un  multiple  de  a ,  condition  qu'on  remplira 
en  faisant^ — y=.pa,  p  étant  un  nombre  quelconque  : 
par  ce  moyen,  on  aura,  pour  déterminer  x  et  y ,  le» 
deux  é(juations 

x  —  x  =  bp,     ^—yz=pay 

gui  donneront 

X  ■=  a  -\-  hp  ,    y  =  /i  —  pcir. 

Ces  expressions  prouvent  d'une  manière  très  simple  que 
les  valeurs  de  a:  et  de^  doivent  former  des  progressions 
par  différences ,  telles  qu'il  a  été  dit  plus  haut. 

i5o.  La  théorie  des  fractions  continues  donne  aussi 
la  solution  immédiate  de  l'équation  ax  —  èy  =  d2cj 
car  si  l'on  suppose  d'abord  c=:i,  que  l'on  développe 

la  fraction  T  en  fraction  continue,  et  qu'on  représente 

par  —  la  fraction  convergente  qui  précède  la  pro- 
posée, on  aura  (128) 

an  —  bm  =  ±:  1  ; 

puis  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par   c,  on   aura 

acn  —  bcm  =  rt  c. 

Ainsi  on  pourra  prendre  x:=  en,  y=icm;  on  aura  de 
cette  manière  deux  multiples  de  a  et  de  h ,  qui  diffère^ 
mnt  entre  eux  de  la  quantité  donnée  i:  c. 

î.5i.  La  méthode   exposée  n''  14S  est  générale,  e* 
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s'applique  à  quelque  nombre  d'équations  que  ce  soit.' 
Yoici  un  exemple  qui  en  présente  trois  :  trouver  un 
nombre  qui ,  étant  divisé  par  2 ,  donne  pour  reste  i  , 
étant  divisé  par  3 ,  donne  pour  reste  a ,  et  étant  divisé 
par  5 ,  donne  pour  reste  3.  Soit  N  le  nombre  cher- 
ché,  et  X,  y,  z,  les  quotiens  respectifs  qu'il  donne 
lorsqu'il  est  divisé  par  2  ,  par  3  et  par  5  ^  il  suit  de 
l'énoncé  ci-dessus  ,  que 

N=2x-\-i,     i\^=:3y  +  2,     A^=5z4-3i 

ces  équations  se  réduisent  immédiatement  aux  suivantes, 

2x  + 1  =:  oj'  -}-  2 ,       3y  -f-  3  =  Ss  +  3, 
ou 

2x  —  3)'  =  I ,       ^y  —  6z=i. 

On  résoudra  d'abord  la  première  comme  si  elle  était 
seule ,    et  on  trouvera 

y  =z  at  —  1  ,       a;  =  3i  —  i; 
substituant  la  valeur  de  y  dans  la  seconde,  elle  deviendra 

—  5z  +  6f  =  4, 
nouvelle  équation  qu'il  faudra  résoudre  ;  on  en  tirera 

z  —  t-=u,       —bu-^t-=z/^, 
et  par  conséquent 

t  =  bu-^4>       3  =:  6u -f- 4- 
En  remontant  aux  valeurs  de  x  et  de  y,  on  aura 

x=i5u-\-n,    y:=:iou-\-j,     z  =  Ôu-j-4> 

et  l'une  des  équations  proposées  ,  N^zx-^i,   par 
exemple,  donnera 

N  =  Zou  -f-  û3. 
^a  plus  petite  valeur  que  puisse  avoir  N  s'obtient  en 
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faisant  u=.o;  il  vient  alors  iV=  23,  nombre  qui,  étant 
divisé  par  2,  par  3  et  par  5 ,  donne  en  effet  pour  restes 
J,   2,  3, 

Cet  exemple,  quoique  fortsimple  ,  montre  assez  com- 
ment il  faut  opérer  dans  les  cas  plus  compliqués.  Le 
lecteur  pourra  s'exercer  encore  sur  les  deux  équations 

il  trouvera,  en  éliminant  z,  cette  équation 

1 2r  +  10^'=  1  oco , 

qu'on  simplifie  en  divisant  tous  ses  termes  par  2  , 
et  qui  donne 

6x  -\~  5y  =  5oo. 

Faisant  ensuite  x  -^y^=  t ,   il  vient 

X  -}-  5t  =  5oo,  ou  jcrrrooo  —  5t ,  y=:St  —  5oo  ', 

mettant  pour  x  et  pour^  ces  valeurs  dans  la  première 
des    équations  proposées,  qui   est   la  plus  simple,  on 

aura 

yz  +  lot  =.  i56o  : 

en  résolvant  cette  dernière ,   on  obtiendra 

t       =        l560       JU    y, 

z  ■■=:     l5u     Û120  , 

y  •=.  886o  —  42"  > 
X  ■=   oou   —  ySco , 

et  on  n'aura  que  deux  solutions  entières  et  positives  , 

savoir,  celles  qui  répondent  à  u  =  209  et  u  =  2ic,  car 

u  doit  être  >  ^  et   <  ^^. 

» 
102.    Si  on  avait  une  équation   à   trois  inconnues  , 

ax  -^hy-^cz.z=zd,  on  passerait  le  terme  cz  dansl'autre 
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membre,  et  il  yiendrait 

CUV  -^  by  ==  d  —  cz; 

on  ferait  d  —  czr=  c,  et  on  n'aurait  plus  à  traiter  que 
réquation  ax  +  Z>y  =  c'.  Lorsqu'on  serait  parvenu  à 
l'équation  dans  laquelle  l'une  des  inconnues  n'a  pour 
coefTicient  que  l'unité  ,  on  remonterait  successivement 
aux  valeurs  de  cç  et  de  ^ ,  en  substituant  d — -cz  à  la 
place  de  c'  ;  et  en  supposant  que  v  fût  la  dernière  des, 
inconnues  auxiliaires  (146),  l'expression  de  a:  et  dey 
renfermerait  alors  deux  nombres  entiers ,  v  et  z ,  qu'on 
pourrait  prendre  arbitrairement. 

Soit    5x  +  8y  +  72-  =  5o  ;   on  a ,    d'après  ce  qui 
précède , 

5a;  +  8y  ==  5o  —  72;  =  c', 

et  en  faisant  a=:5,  6=8,  on  trouve 

m  =  1 ,  r  =:  3 ,  7n'=  i  ,  r  =  2 ,  m":=  1 ,  r"z=  1 , 

ce  qui  donnç. 

x  •^-yzzzt,  y -j-t^u,  t  +  u-=v  ,  u-f-2i/=:c', 

d'où  on  tire 

u=:c  —  zv,  t-=.Zv  —  c',y=z2.c — 5l/,  X=::8l/  —  3i', 

et  remettant  pour  c'  sa  valeur ,  on  a  enfin 

x=^^v  -\-  2.1Z — i5o,    _y  =  ioo — 142  —  5v, 

expressions  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  z  et  v 
arbitrairement,  mais  de  manière  cependant  à  ne  doimer 
pour  X  et  pour^  que  des  valeurs  positives. 

i53.  La  difficulté  de  trouver  dea  solutions ,  soit  en- 
tières ,  soit  au  moins  rationnelles ,  dans  les  problèmes 
indéterminés  qui  passent  le  premier  degré,,  est  beaucoup 
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plus  grande  que  celle  d'obtenir  des  nombres  entiers 
dans  les  problèmes  de  ce  degré;  c'est  pourquoi  je  ne 
m'arrêterai  que  sur  un  petit  nombre  de  cas  les  plus 
simples. 

Je  m'occuperai  dabord  de  l'équation 

py  ^=  a -\-  bx -\-  ex""  -]- dx' -^  ex^ .  . .  +  ftx"*, 

dans  laquelle  y  ne  passe  pas  le  premier  degré ,  et  qui 
dorme 

__  g  -4-  ^.r  -t-  ex'  +  dx"^. .  .  4-  ^J* 
•^  ~~  P 

n  est  facile  de  voir  que  lorsqu'on  connaît  une  seule 
solution  de  cette  équation  ,  on  en  peut  trouver  une 
infinité  d'autres-,  car  si  la  supposition  de  a:  =  «  rend 
la  quantité 

a  +  èx  4-  ex'  -f  dx'^ .  •  .  +  hx"" 

divisible  parp  ,  tous  les  nombres  compris  dans  la  for- 
mule ti  -f-  np  jouiront  aussi  de  la  même  propriété , 
puisque  par  leur  substitution ,  au  lieu  de  x,  la  quaa- 
tité  a  -f-  bx-\-cx^  -f-  dx'  -f-  et-c.   prendra  la  forme 

a-^bu  -\-c»:'-  -\-  ^«^  4-  etc.  +  Anp  -{-  BnY  +  etc.  , 

et  que  la  partie  a -{-btt-{-ce*'^-^da^-{- etc.  est  divisible 
par  p ,   d'après  l'hypothèse. 

Ce  qui  précède  prouve  encore  que  si  le  problème  pro- 
posé peut  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  y  aura  né- 
cessairement une  ou  plusieurs  solutions  entre  -  et : 

car  îi  a.  était  hors  de  ces  limites ,  il  serait  possible  de 
prendre  n  de  manière  que  u±np  s'y  trouvât  compris.  Si , 
par  exemple,  «  tombait  entre  3p  et  4p  >  niais  plus  près 
de  5p  que  de  4p,  ^^  prenant  n=:  —  5 ,   on  obtiendrait 
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un  résultat  moindre  que  ".Il  suit  de  là  que  pour  tom- 
ber sur  une  solution ,  .il  suffira  d'essayer  pour  x  tous 
les  nombres  entiers  compris  entre  -   et  —  -. 

^  2  3 

Par  ce  moyen  on  s'assurera  aisément  que  l'équation 
<yy  =  /^  -\-  Sx  -{-  6x* 

n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers,  puisqu'on  ne 
trouve  que  des  fractions,  en  prenant  pour  a;  tous  les 
nombres  compris  depuis  -f-4  jusqu'à  — 4* 

164.  On  peut  aussi  prouver  que  l'équation 

py  —  a  H-  bx  4-  cx^  4-  dx^ . .  .  +  hx"* 

ne  saurait ,  lorsque  p  est  un  nombre  premier  qui  ne 
divise  point  a ,  admettre  plus  de  m,  solutions  en  nombres 
entiers  y  par  des  valeurs  de  x  prises  depuis  o  jusquà  p  ; 
et  voici  comme  le  fait  M.  Legendre  (^Mém.  de  ï Aca- 
démie des  Sciences ,  1785). 

Si  «  est  une   de  ces  solutions ,   on  aura 

c  4.  Z»«  +  r«^  -4-  du.^ +  ^^'"  _ 

—  n  ^ 

P 

n  désignant  un  nombre  entier,  et  par  conséquent 

pn  =  a  +  bci-{-  c»^  'j-du'^ +  hu""  ; 

retranchant  cette  équation  de  la  proposée,  on  obtiendra 

py—pn=b(x—u)-\-cix-'—u^)-\-d(x^—c^')  ...-{-h  (x'"-*'"), 

résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
p(iy—n)=^ix—uXb'-[-c'x-\-d'x'-\-e'x\..+h'x'''-') 

{^Élém.  180).  Or,  aucune  des  valeurs  de  x  ne  pouvant 
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être  divisible  par  p,  tant  que  a  ne  l'est  pas,  si  on  pren4 
»,  /3,  y,  etc. .entre  o  etp,  les  quantités  /S — «s,  y — «,  etc.  , 
toutes  plus  pRtites  que  p  ,  ne  pourront  se  diviser  par  ce 
nombre;  le  facteur  jc — «  ne  sera  donc  divisible  dans 
aucun  de  ces  cas  par  p  :  il  faudra  par  conséquent  que 
ce  soit  le  facteur 

b'^  c'.r  +  ^V+eV. . .  -h  /z'x'"-'. 

Il   résulte  de  là  que  l'équation 

pf—  b'  -H  ex  +  d'x''  -f  ex^.  . .  +  T^'x'""^ 

sera  résolue  par  toutes  les  valeurs  /3,  y,  etc.;  et  que  si 
le  nombre  de  celles  qui  résolvent  la  proposée  était 
seulementm4- 1 ,  la  précédente  en  admettrait  m.  En  des- 
cendant ainsi  de  proche  en  proche,  on  arriverait  à  con- 
clure que  l'équation  py:=::La-\-hx  devrait  admettre  deux 
valeurs  entières  pour  .r  entre  o  et  p ,  ce  qui  ne  saurait 
être  ,  puisque  les  valeurs  de  x  forment  une  progression 
dont  la  différence  est  p  '(i49)  •  donc  l'équation  pro- 
posée n'en  peut  admettre  que  m  au  plus  dans  ce» 
limites. 

i55.  Soit  encore  l'équation 

a-Jrbx-}- cx'^-'rdx'^-^ex^ -\-eic. 
y  ~  'S-\-h'x  -f-c'.r^  -^d'x'  4-e'xV  _}-  etc.  ' 

la  plus  générale  de  celles  dans  lesquelles  une  des   in- 
connues ne  monte  qu'au  premier  degré. 
Si  l'on  fait 

a  -\-  bx  -\-  cx^  -\-  dx^  -f-  ex^  -\-  etc.  =:  p, 
a'  -f-  b'x  4-  c'x=  +  d'x'^  -f-  ex^  -{-  etc.  =  q  ; 

en  éliminant  x  de  ces  deux  dernières  équations,  on  en 
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trouvera  une  de  la  forme 

u4-^Bp  +  Cq-\-Dp^-\.  Epq  -j-  Fq""  +  etc.  =o^ 

«ntre  p  et  q.  Mais  par  l'hypothèse,  y  =  ^,  on  p  =  qy  j. 

çubstituant  cette  valeur,  l'équation  précédente  deviendra 

A-\-Bqy-\rCq-^Dqy^-\-Eqy-^Fq^-\-etc.  =  o  ; 

tous  les  termes  étant  alors  divisibles  par  q,  excepté  le 
premier  ^,  il  faudra  que  celui-là  le  soit  aussi,  autrement 
X  ei  y  ne  pourraient  pas  avoir  des  valeurs  entières.  On 
cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre  ^;  en  les. 
désignant  par  u,  (2,  y,  etc.,  et  en  px-enant  successivement 
chacun  d'eux  pour  q,  on  aura  les  équations 

«  =  a'  -f-  b'x  +  cx"^  +  etc., 
/3.  =  a'  -f-  b'x  +  cx"^  +  etc.,     . 
etc. , 

desquelles  on  cherchera  les  racines  entières,  et  celles  de 
ces  racines  qui  rendront  p  divisible  par  q  résoudront 
la  question  proposée. 

i56.  Voici  un  problème  très  simple  qui  se  rapporte 
à  l'équation  précédente.  Trouver  deux  nombres  tels , 
que  si  l'on  ajoute  leur  produit  à  leur  somme ,  on  ob~ 
tienne  j^.  Désignons  ces  nombres  par  x  et  par ^,  l'équa- 
tion à.  résoudre  sera 

X'\-y^xy  =  ys} 
et  prenant  la  valeur  de  y ,   nous  trouverons 

7q  —  X'  X  —  7q  ,       ^^ 

V  =  — =: ~  =  —  1  H ; —  , 

•^  X-f-  1  X-\-  1  X-\-l 

en  faisant  la  division.  Le  dernier  résultat  fait  voir  que  là. 


CES    ÉLÊMEN'S    d'ALGÈBRÈ.  3ol 

ïjuestion  proposée  sera  résolue  en  prenant  pour  ir  -|-1 
les  diviseurs  de  80  ,  qui  sont 

1,     2,     4,     5,     8,     ic,     i£,    ao,    40,     8c, 
et  qui  donnent  respectivement 
X  —     o,      1,     3,     4,   7,   9,    i5,    19,   39,   79, 
>■  =  79.  39,   19,    10,  9,   7,     4,     3,      1,     o. 

167.  Je  passe  à  l'équation 

<i  -\-  bx  -{-  cy  -{-  dx^  -f-  ^xy  "rfy^  =^  o  j     • 

oij  les  deux  inconnues  montent  au  second  degré;   en 
la  mettant  sou^  la  forme 


r  +  Q^s)y=-tà±^ 


on  en  tire 

y-     2/  -  p/  * 

ou ,  ce  qui   revient  au  nit'nie , 

2jfy  +  ex  -f-  c  =  ±  \/{ex-^cy^4f{a-\-bx+dx-). 

En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  x  la  quan- 
tité soumise  au  radical ,  on  lui  donnera  la   forme. 
m'\-nx-\-px'^,  dans  laquelle 

c"" — 4af=m,     2.ce  —  4bf=n,     e* — 4df=p. 

Si  on  ne  demande  pour  x  ety  que  des  nombres  ration- 
nels, soit  entiers,  soit  fractionnaires,  la  difficulté  du 
problème  se  réduira  à  trouver  des  valeurs  de  x  qui 
rendent  la  quantité  m-\-  nx  -\-px'^  égale  à  un  quarré 
parfait;  et  ce  quarré  étant  désigné  par  f%  on  aura 

sfy  -|-  *x  4-  c  =  ±:  f . 
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-  -La  résolution  de   l'équation  m  +  nx  +  p^^  =  i*, 
conduit  à 

-  n  _,Vn^ — Amp -\- Apf^ 

^P                       ^P                 *  , 

ou  

Qpx  4-  71  =  rh  {/4pt^  +  71*  —  4pm  ,* 
faisant  4p  ==  -^  ^^^  "*  —  4P'^  =  ^ ,  on  aura 

apx  +  ra  =  ih  v/I^F+ïf . 
Par  ce  résultat,  la  question  est  ramenée  à  déterminer  t 
de  manière  que  \/^i''-|~-^soitunquarré',carcequarré 
étant  u^,  les  deux  inconnues  x  ety  ne  dépendront  plus 
que  des  équations  du  premier  degré, 

ùfy  -^ ex  -{-  c  z=  t ,     Q.px  -\-  n-=iu, 

dont  les  coefficiens  c,  e,fy  n  et  p  sont  rationnels ,  ainsi 
que  les  quantités  t  et  u. 

La  détermination  de  t,  par  la  condition  énoncée  ci- 
dessus,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  résolution  de 
l'équation  u  =  y  AV^  -\-  B  en  nombres  rationnels ,  ren- 
ferme en  général  de  grandes  difficultés.  L'un  des  cas  les 
plus  simples  a  lieu  lorsque  A  est  un  quarré;  en  repré-* 
sentant  ce  quarré  par  «%  oh  aura 

u  =  y/u't^  -\-  B  l 
et  supposant  uz=ut-{-v ,  il  viendra 


quarrant  les  deux  membres  et  réduisant,  on  trouvera 

2ciVt  -f-  v^  =  i? , 
et  par  conséquent 


B 
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prenant  pour  v  un  nombre  rationnel,  t  deviendra  un 
nombre  rationnel ,  ainsi  que  u,  et  il  en  sera  de  même 
de  X  et  de  y. 

Lorsque  B  est  un  quarré  représenté  par /3*,  l'équation 
proposée  se  résout  encore  avec  la  même  facilité  que 
tout-à-l'heure  ,  en  supposant  u  =z  t-f  -f-  /3 ,  ce  qui  donne 

équation  qui  se  réduit  à 

ou  en  divisant  par  t,  à 

et  d'où  il  résulte 

aj3v 


A  —  v^ 


Enfin  si  la  quantité  -<^f*+  B  peut  être  décompos  ee  en 
deux  facteurs  rationnels,  at -\- ^ ,  ut-\-fi',  en  sorte 
qu'on  ait 

(«f  +  /3)  i^c^'t  -i- /i' )  =z  M' -^  B , 

on  fera 

u  =  V  («f  -f  /S)  jl 
on  en  déduira  ,    . 

V'  («f  -I-  Hy-  =  {ut  +  /3)  (/£  4-  /i')  i 

supprimant  le  facteur  commun  ut-{-  /3  ^  on  trouvera 

v'(«f  +  ^)  =  «'f+/3'     et     f  =  ^-P^'. 

«Cl'" «f 

i58.  Quand  on  connaît  une  valeur  rationnelle  de  t, 
on  peut  eu  déduire  facilement  une  iaiimté  d'autres  qui 
satisfont  à  l'équation  proposée.  Pour  le  prouver,  soit  a 
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la  valeur  donnée  de  f ,  et  /3  celle  de  u  qui  en  résulte  ;  oa 

aura 

/i=^\/Au'-j-B;     ou    /i^~Jx^-^B; 
retranchant  cette  équation  de  u^=At'^  -f-5,  il  vient 
u''—/3'  —  J(_t^—u^)j     ou     u===^(t»— «^)-f /3\ 
Mais  si  l'on  fait  M=r:  (f — es)  v  + /3  ,    il  viendra,  après 
l'élévation  au  quarré  et  la  substitution  dans  l'équation, 
précédente , 

v'(f  — «)»  -f-  Q/iv(t  —  «)  =  JQ"-—»')  ; 
divisant  tout  par  t  —  u,  on  trouvera 

V^  (ê  —  «)  +  2;Si;  =  ^(i  +  «)  > 
d'où  on  tirera 

î  = . » 

formule  qui  donnera  des  nombres  rationnels  poUr  t> 
lorsqu'on  en  prendra  de  tels  pour  V\ 

159.  Il  est  facile  de  faire  autant  d'applications  qu'où 
voudra  des  formules  ci-dessus,  c'est  pourquoi  je  me 
bornerai  aux  suivantes  :  Trouver  deux  nombres  x  et 
y ,  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  quarrés 
^oit  égale  à  un  quarré  donné  ^^.  Les  équations  à  ré» 
soudre  sont 

^*  +  cr"  =  /8',        j-»  —  a;'  =  ^«, 
et  conduisent  à 

y  —  t/r  — :c^ ,        y  =  V/F+T% 

expressions  qui  se  rapportent  immédiatement  au  second 
cas  du  numéro  précédent.  On  f era  y  =  t'x-'-^/î ,  ce  qui 
donnera  pour  l'une 
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et  pour  l'autre 

(vx  —  ^y  =  /3»  4-  x\ 

En  développant  ces  équations  ,  on  tirera  de  la  première 

2,5 1' 
X 


et  de  la  seconde 


X  =  • 


substituant  ces  valeurs  dans  celle  de^,  on  aura 

assignant  ensuite  des  valeurs  rationnelles  à /3  et  k  v ,  on 
en  obtiendra  pareillement  de  telles  pour  x  et  pour  y. 

Si  l'on   prend  /i  =  S,  les   équations  proposées  de- 
viendront 

y  -f  x^  =  25  ,      y^  —  X"'  =  25  ; 
on  aura  dans  la  première 


dans  la  seconde 


On  ne  peut  supposer  i/  =  i  ,  car  l'une  des  expressions 
àey  donnerait  alors  f ,  et  l'autre^;  mais  en  faisant  suc- 
cessivement i/=  2,  v=3,  v=4,  etc. ,  les  solutions  de 
la  première  équation  seront 

X  =  4,     X  =  3,     X  =:^,   etc., 
3^  =  3,     j/  =  4,     y  =  ^,  etc., 
Comp/.  rfej  £'/fm.  d'Aigu  20 
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et  celles  de  la  seconde. 


2. S  ,,    5       -        ,,    8r 


On  ne  parvient  point  à  des  nombres  entiers  dans  cette 
dernière ,  lorsqu'on  ne  donne  que  des  valeurs  entières 
à  V  -j  mais  si  on  fait  v  =  | ,  il  en  résulte 

a:  =  12       et      ^  ==  i3. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  résoudre  la  seconde  ques- 
tion en  nombres  entiers,  lorsque  /S^  est  impair;  car  la 
différence  tntre  le  quarré  de  a  et  celui  de  c  -f-  i  étant 
aa  -f- 1  ,  il  suffira  de  poser  l'équation 

2a  -f-  1  =  (3% 

de  laquelle  on  tirera 

a  =z ; 

2 

et  prenant  x-=a  et  y=a-\-i ,  il  en  résultera 

^y^  —  x^  =  fi". 

Dans  l'exemple  proposé ,  où  /i^  =  2,5  ,  on  trouve 

a  =  ^=  12, 

et  par  conséquent 

X  =  la       et      ^  =  i3, 

comme  ci-dessus. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  peut  supprimer  les 
dénominateurs  des  valeurs  de  a;  et  de  jr,  sans  change 
leurs  relations. 

Pour  la  première  question  on  trouve 


I 
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et  la  racine  de  la  somme  des  qiiarrés  de  ces  quantités 
devient 

Si  l'on  écrit  —  au  lieu  de  i-,  il  viendra 
;i 

2/3/n  /3(m^ — 71^) 

et 


,(..+.)  =  ^"^>. 


On  fera  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  formule 
en  prenant  /3  r=  /i",  et  il  viendra 

d'où  x^  +^*  ■=  ('"^  4-^*)^-  On  trouvera  des  résultat» 
analogues  pour  la  seconde  question  (*). 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  résolution  des  équa- 
tions indéterminées  ;  ceux  qui  voudront  s'appliquer  en 
particulier  à  cette  branche  d'Analyse ,   pourront  con- 

(*)  Ces  formules,  qai  sont  très  simples,  donnent  tons  les 
nombres  entiers  qui  peuvent  mesurer  des  côtes  de  triangles  rec- 
tangles. 

Le  rapport  des  côtes  de  Tanglc  droit ,  ou  la  tangente  de  Van 
des  angles  aigus,    a  pour  expression 


d'où  il  suit  que  ces   triangles  renferment  des  angles  de  toutes  le« 
grandeurs.  (Voyez  les    Tables  de  Schulze,  tome  II,  p.  3o8.j 
Il  est  visible,   par  la  formule 

2f  p  -f-c 


que  >*=;--  tang^  X,  X  repre'seuiaat  l'angle  oppose'  an  côté  a-, 

ao.  , 
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sulter  les  Mémoires  de  V  Académie  de  Berlin,  a.nn.  1769, 

et  le  2*  volume  de  YAlgèbre  d'Euler;  ils  v  trouveront  la 

solution  complète  de  l'équation  u  =y  At''  -{-  B  ,   par 

Lagrange ,  et  beaucoup  d'autres  recherches  non  moins 

intéressantes. 

Des  propriétés  des  nombres. 

iGo.  Les  nombres,  considérés  en  eux-mêmes ,  indé- 
pendamment de  tout  système  de  numération  et  de  toute 
question  particulière ,  ont  des  propriétés  très  remar- 
quables; plusieurs  sont  relatives  à  leur  divisibilité  les 
uns  par  les  autres  ;  telle  est  la  proposition  qui  termine 
le  n"   16  ,  et  dont  voici  la  preuve. 

Soit  77  un  nombre  premier,  v  un  nombre  non-divi- 
sible par  n  ;  le  produit  vp  divisé  par  n  laissera  toujours 
des  restes  difFérens  ,  tant  que  p  sera  -^n. 

En  effet ,  soit 

v/î  =  En  -f-  r ,         vp'  =  E'n  -f-  r , 

JE  et  E'  désignant  des  quotiens  entiers  de  la  division 
des  produits  vp  et  vp'  par  n ,  et  r  un  reste  qui  soit  le 
même  pour  ces  deux  opérations  ;  on  aura ,  en  retran- 
chant la  première  équation  de  la  seconde, 

yp'  —  ypz=(^E'^E)n,     d'où     'SRZIBI^E'—E; 

et  comme  v  n'est  pas  divisible  par  n ,  il  faudra  que 
p' — p  le  soit  (Élém.  97),  ce  qui  ne  saurait  arriver 
tant  que  p  et  p'  sont  <C«- 

161.  On  possède  aussi  plusieurs  théorèmes  remar- 
quables sur  la  décomposition  des  nombres  en  puissances 
parfaites.  Bachet  de  Meziriac,  qui  commenta  le  pre- 
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niîer  arec  succès  l'ouvrage  que  Dinphante  nous  a  laissé 
sur  l'Arithmétique,  ou  plutut  l'Analyse  numérique, 
remarqua  qu  un  nombre  quelconque  est  toujours  ou  un 
quarré,  ou  la  somme  de  deux  quarres ,  ou  celle  de 
trois ,  ou  enfin  celle  de  quatre  au  plus. 

10,  par  exemple,  est  la  somme  des  deux  quarrés  i  et  g, 

24,   celle  des  trois  quarrés,  4>  4  ^^  i^j 

39,   celle  des  quatre  quarrés,    1,   4»   9>   ^*  ^^^ 

Cette  proposition  fut  démontrée  ensuite  par  Fermât, 
l'un  des  plus  grands  géomètres  dont  la  France  s'honore  > 
et  qui  enrichit  de  remarques  le  commentaire  de  Bachet; 
mais  l'écrit  où  il  se  proposait  de  réunir  les  grandes  dé- 
couvertes qu'il  avait  faites  sur  la  théorie  des  nombres, 
ne  nous  est  point  parvenu  ,  et  la  propriété  précédente 
n'était  qu'un  simple  fait  prouvé  par  l'expérience  ,  jus- 
qu'à ce  que  Lagrange  l'eût  démontrée  en  1770  ,  dans 
les  Mémoires  de  C Academie'de  ^fr//n.Euler  a  prouvé 
cette  proposition  d'une  manière  un  peu  plus  simple  , 
dans  la  deuxième  partie  de  l'année  1777  des  Aites  ds 
T Académie  de  Pt  tersbourg  (*). 

En  1770,  Wilson  fit  connaître  la  propriété  suivante 
des  nombres  premiers  :  Si  n  dé^is^ne  un  nombre  premier 
quelconque,  le  pi  odnit  i.2.3....(n — i),  augmenté  de 
r unité ,  sera  divisible  par  n. 

Par  exemple,  soit  nr=7,  on  a 

1.2.3 (n — 1)  =  1 .2.3.4,5.6  =  720; 

(*)  Fermât  avait  joint  h  cette  remarque  celle  que  tnul  nombre 
poui'ait  être  ramené  à  la  somme  de  trois  nombres  'rian^u- 
iaires ,  ou  cinq  pentagonnur ,  et  ainsi  de  suite.  (  Kof  tle  la 
page  196.)  Cette  dernière  partie  de  son  beau  tlieorème  a  enfin  e'te 
<U-montrce  par  M.  Caucly.  (  Voyez  le  Supplément  à  P&sai 
sur  la  Théorie  des  nonii/w,  par  M.  Lcgendrc,  p.   i3.  ) 
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en  ajoutant  l'unité,  il  vient  721,  qui,  divisé  par  7,  donne 
io3  pour  quotient,  et  il  s'ensuit  que  ce  même  nombre, 
divisé  par  tous  ceux  qui  précèdent  7,  à  partir  de  2,  lais- 
serait toujours  pour  reste  l'unité.  C'est  encore  Lagrange 
qui  démontra  le  premier  la  vérité  de  cette  proposi- 
tion. (  Mémoires  de  r Académie  de  Berlin ,  année 
1771.) 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  propriétés  des  nombres 
correspondent  à  des  questions  d'Analyse  indéterminée  -, 
celle  que  nous  avons  citée  la  première  revient  à  prou- 
ver que  l'équation 

u"  -\-  x""  +  y^  ■\- z"  zzz  A 

peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers,  quelque 
nombre  entier  que  l'on  prenne  pour  A  ;  la  seconde  pro- 
priété suppose  que  dans  l'équation 

1.2.3 (ji — 1)  -f-  1  =^nx , 

X  est  toujours  un  nombre  entier ,  lorsque  n  est  un  nombre 
premier. 

Il  serait  impossible ,  sans  sortir  beaucoup  des  li- 
mites où  je  dois  renfermer  cet  ouvrage  ,  de  développer 
ici  les  démonstrations  des  théorèmes  que  je  viens  d'énon- 
cer ;  mais  pour  donner  une  idée  de  ces  recherches ,  je 
vais  exposer,  d'après  M.  Gauss,  la  théorie  des  restes 
que  laissent  les  puissances  d'un  nombre,  lorsqu'on  les 
divise  par  le  m^plie  nombre  premier,  et  qui  conduit 
&.U  résultat  annoncé  à  la  fin  du  n°  58. 

162.  Soit,  par  exemple  ,   la  suite 

1,  3,  9,  27,  81,  243,  729,  etc., 

formée  des  puissances  du  nombre-  3,  et  qu'on  divise 
chacun  de  ses   termes  par  le  nombre  premier  7,   oq 
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aura  les  restes  ci-dessous, 

1,     3,     2,     6,     4,     5,     1,     etc., 

où  l'on  voit  revenir,  après  6  divisions,  le  premier 
reste  i .  Dans  cet  exemple ,  la  période  des  restes  em- 
brasse tous  les  nombres  inférieurs  au  diviseur,  ce  qui, 
dans  d'autres  cas,  n'a  pas  lieu.  Dans  la  progression 

1  ,     2 ,     4>     8>     i^>     ^2,     etc. , 

par  exemple,  les  restes  de  la  division  par  7  étant 
seulement 

I,     2,     4,     1,     2,     4,     etc., 

reviennent  après  trois  divisions  ,   nombre  qui  est  divi- 
seur de  6,   c'est-à-dire   de  7 — 1 .  La  généralisation  de 
ces  remarques  donne  les  théorèmes  suivans  : 
Dans  la  suite  des  puissances , 

1 ,  a,  a\  a^,  ... 

il  existe,  outre  le  premier  terme,  un  terme  a} ,  qui, 
divisé  par  un  nombre  p,  premier  à  la  lase  a,  laisse 
t unité  pour  reste,  t  étant  moindre  que  p. 

C'est-à-dire  que,  E  désignant  un  nombre  entier 
quelconque,   on  a 

a'  =  iT/j  -h  1. 

Soit  en  général  a""  =  Ep  -{-  a  ;  en  donnant  à  m  un 
nombre  de  valeurs  égal  à  p,  on  doit  rencontrer  au 
moins  deux  fois  une  même  valeur  de  «,  puisque»  est 
un  entier  <'p.  Soit  dore  m'  la  valeur  de  m,  qui  donne 
cette  répétition ,  et  E'  la  valeur  de  E ,  qui  lui  cor- 
respond ;    on  aura 
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mais  comme  a  n'est  pas  divisible  par  p,  a'"  ne  le  sera 
pas  non  plus  {Élém.  97);  et  puisque  (£'  —  E)p 
l'est  3  il  faudra  que  a*"'""' — 1  le  soit  :  donc  a'"'"'" — 1 
est  de  la  forme  Ep ,  et  a""~'"  de  la  forme  jEp  +  1 . 

Il  est  visible  que  m  —  Tn<Cp;  en  partant  du  pre- 
mier terme  i=a°j  on  rencontrera  donc  le  terme  g""'"", 
avant  d'avoir  atteint  l'exposant  p. 

Par  exemple ,  dans  la  progression 

2°,  Q.\  2%  9^,  etc. , 

on  a  2'*  =  4o9^3  <l"i  >  divisé  par  i3,  laisse  i  de  reste. 

i63.  En  partant  du  terme  a'=Ep  +  1  >  on  trouve 

û'  =  Ep  -{-  i  , 
a'-^^=  aEp  +  a, 
a'-*-''=a'Ep  +  a% 
a'^^—a?Ep  +  c^ 
etc.  ; 

d'où  l'on  voit  que  les  restes  reviennent  les  mêmes  que 
ceux  des  puissances  a,  a%  a^,  .  . .  jusqu'à  a'~'  inclu- 
sivement; ainsi  tous  les  restes  que  peuvent  fournir  les 
différens  termes  de  la  suite  se  présentent  dans  l'in- 
tervalle 

1 ,  a',  a^,  a", . . .  a'~'. 

On  peut  encore  voir  immédiatement  que  le  terme 
g"'  est  de  la  forme  Ep  -j-  1  ;  car  en  faisant  a*:=.Ep-\-i , 
on  trouve 

ce  qui  revient  à  la  forme  indiquée. 

164.  En   classant  par  périodes ,  dans  lesquelles  re-» 
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viennent  lés  mêmes  restes  ,  la  suite  des  puissances  d'un 
nombre ,  ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'obtenir  les 
restes  des  puissances  très  élevées;  car  si  l'on  demande, 
par  exemple,   dans  la  progression 

5°,  5',  3^,  5^,  etc. , 

le  reste  de  la  division  du  terme  3'°~  par  i3,  on  cher- 
chera d'abord  à  quelle  puissance  on  a  l'unité  pour 
reste  en  divisant  par  :3,  et  on  trouverait  27  ou  3^; 
on  aura  par  conséquent  ainsi  de  3  en  3,  l'qnité  :  divisant 
donc  icco  par  3,  le  reste  1  marquera  le  rang  que  tient 
3'"=^  dans  la  période  ,  et  qu'il  laisse  le  même  reste 
que  3'  ;  donc  ce  reste  sera  3. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p  soit 
premier  par  rapport  à  ^  :  ce  qui  suit  ne  s'applique 
qu'aux  nombres  absolument  premiers. 

i65.  Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  point  a, 
et  a*  ie  terme  du  plus  petit  exposant,  pour  lequel  on 
ait  a'  =  Ep4-i  ,  l'exposant  t  sera  ou  p  —  i  ,  ou  un 
diviseur  de  p  —  1 . 

On  a  déjà  vu  que  /  ne  peut  surpasser  p  —  1  ;  il  reste 
à  montrer  qu'il  doit  diviser  p — 1. 

Soient  d'abord  1,  »,  «",  etc.    les  restes  des  termes 

1,    a,    a% a'-'; 

le  nombre  de  ces  restes  n'étant  égal  qu'à  t,  ils  ne 
comprendront  pas  tous  les  nombres  1,  2,  3, .  .  .p  —  i  , 
dans  le  cas  actuel,  où  l'on  suppose  t-K.P — 1  •  i^»  sont 
d'ailleurs  tous  dilférens ,  puisque  s^l  y  en  avait  deux 
pareib  pour  deux  termes  a'",  a",  antérieurs  au  terme 
a',  il  s'ensuivrait  que  a"  —  e'"  =  a'"(a"~'" — 1')  serait 
divisible  par  p,  ou   que  g"""'",   divisé  par  p,  laisserait 
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l'unité  pour  reste,  ce  qui  ne  peut  arriver  dans  l'in- 
tervalle de  1    à  a*. 

Soit  jS  un  des  nombres  de  la  série  1,2,..  .p— 1>  non 
compris  dans  la  série  1,  u\  «",  etc.;  si  l'on  multiplie 
chaque  terme  de  celle-ci  par  /3 ,  on  formera  la  série 

/3,     «/S,     «"^,     etc.  , 

dont  la  division  par  p  conduira  à  une  nouvelle  série 
de  restes  que  je  représenterai  par 

/î,     ^',     ^",     etc., 

tous  difFérens ,  1°.  entre  eux,  2°.  avec  les  restes  1,  «', 
es",  etc.,  dont  «  désignera  un  quelconque. 

La  première  assertion  se  prouve  en  multipliant  par  ^ 
les  deux  équations 

correspondantes  à  deux  termes  de  la  période  1,  a, 

a'~',  on    aura 

/Sa-"  =  ^Ep  -f-  «yS  ,         /Sa-"'  r=  liE'p  -f-  « /3  ; 

or,  si  les  nombres  «/S  ,  «'/3 ,  divisés  par  p ,  laissaient  le 
même  reste   /s',  il   viendrait 

«/3  =  ep  +  /3', 

d'où 

/Sa"  =  iSf"/;  -h  ep  +  /S', 

^(a-"'—  a'")  =p(£'/3  —  E^  +  e'— e)  ; 

et  comme  /3  n'est  pas  divisible  par  p  ,  il  faudrait  que  la 
différence  a'"' — a"*  le  fût,  ce  qui  est  impossible  dans 
l'intervalle  de  1   à  a'. 
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La  seconde  assertion  s'appuie  sur  ce  que  si  l'un  des 

nombres  de  la   série    /S',    /S",    etc.   était  le   même  que 

quelqu'un  de  ceux   de  la  série  i,  à ,  ce",  etc.,  on  aurait 

en  même  temps 

a"  =  £p  +  «       et      liaT'  =  ^E'p  +  /3«'=  E'p  -f  u  \ 

or,  cela  ne  peut  être  quand  m'<;7n,  parce  qu'il  en 
résulterait 

a'"— /3a'"'=:/7(^— £"),  ou  a'"'(a'"-''''--/S)— p(E— .E"); 

il  faudrait  donc  que  c'"-'"'  —  /3  fut  divisible  par  y\ 
et  comme  le  terme  «'"—'"'  ne  peut  laisser  pour  reste 
qu'un  des  nombres  i ,  «',  «",  etc. ,  il  faudrait  que  la  diffé- 
rence entre /3  et  ce  dernier,  fut  divisible  par  p,  ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  tous  deux  sont  moindres  que  p. 

Si  jn^m,  on  considérerait  alors  le  terme  a'"^"",  qui 
laisse  le  même  reste  que  a*",  et  on  aurait 

a'-^^  —  fia^'  =p{E-^E"), 
d'où 

a-"'  (a'-^""-'"'  —  /3)  =  /,  (  £  —  E")  ; 

or,  t -\- m  —  ni<Cit  dans  cette  hypothèse;  ainsi  l'ab- 
surdité est  encore  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

La  série  /3,  /à',  /3",  etc.  n'aj^ant  aucun  terme  commun 
avec  la  série  i  ,  «',  «",  etc.,  elles  contiennent  en- 
semble un  nombre  Q.t  de  termes. 

Si  ces  termes  n'épuisent  pas  les  nombres  1,2,.  .p — 1 , 
on  multipliera  les  termes  de  la  série  1,  u,  u,",.... 
par  y,  l'un  de  ceux  qui  manquent,  et  on  aura  un 
nombre  t  de  résultats, 

7  ,    f^y ,     «"y ,    etc. , 

qui  conduiront  à  t  restes 

y,     y',     y",     etc. 
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difFérens ,  i°.  entre  eux ,  2.°.  avec  les  ternies  de  la  série 
^}  «')  «",  etc. ,  3°.  avec  ceux  de  la  série  /3,  fi',  /S",  etc. 
Les  deux  premières  assertions  se  prouvent  comme 
précédemment;  la  troisième  se  vérifie  en  observant 
que   si  l'on  avait  en  même  temps  les   équations 

/Sa"  =  Ep  -{-  9>\ 
ya^'=.  E'p-\-  iS', 

il   en  résulterait,  si  m'<^m, 

^ga-"  —  ya"^'  —  p(E  —  E'), 
G-"'  (^a'"-""  —  y)  =  p{E  —  E') , 

^a""-'"' — y  serait  par  conséquent  divisible  par  p;  et 
comme  ^a'""'"'  donne  pour  reste  un  des  nombres 
de  la  série  ^,  ^' ,  etc.  ,  moindre  quep,  il  faudrait  que 
la  difTérence  entre  un  de  ces  nombres  et  y ,  aussi 
moindre  que  p ,  fût  divisible  par  p ,  ce  qui  ne  se  peut. 

Quand  m'^  m,  on  considère  le  terme  a'"^'",  qui  donae 
le  même  reste  que  a"*,  et  on  a  l'équation 

absurde  par  les  mêmes  raisons  que  la  précédente. 

Et  joignant  les  t  termes  compris  dans  la  série 
y  y  y  ,  etc.  avec  ceux  des  séries  précédentes ,  on  a  en 
tout  3f  de  nombres  distincts ,  tous  entiers ,  tous 
moindres  que  p. 

Si  les  nombres  1  ,  9,.  .  .p — 1 ,  ne  s'y  trouvent  pas 
tous  compris ,  en  prenant  un  de  ceux  qui  manquent , 
on  formera  ime  nouvelle  série  ei,tièrement  diitincte 
des  trois  précédentes  ,  contenant  t  termes  ;  et  en  con- 
tinuant, puisque  rien  ne  s'y  oppose,  de  procéder 
ainsi ,  il  faudra  bien  qu'on  épuise ,  par  un  nombre 
multiple  de  t ,  ceux  de  la  série   1 ,  2.,  . . .  p  —  1 ,   qui 
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n'en  renferme  qu'un  nombre  limité  :  donc  t  sera  un 
diviseur  de  p  —  i . 

1 G6.  La  quantité étant  un  nombre  entier,  si  on 

élève  les  deux  membres  de  l'équation 

a'  r=3  Ep  -}-   i 
à  la  puissance  marquée  par  ce  nombre ,   il  viendra 

a       '       =aP-'  =  iEp+i)    '     ; 

tous  les  termes  du  développement  de  cette  puissance, 
excepté  le  dernier ,  qui  est  i,  seront  divisibles  par  p, 
ainsi  Ton  aura 

c"-'  =  E'p  -}-  1, 

d'où  il  suit  que  ie  nombre  a.^~' — i  est  divisible  par  U, 
nombre  premier  p  lorsque  a  ne  l'est  pas.  Théorème  dû 
à  Fermât,  et  qui  a  conservé  le  nom  de  ce  géomètre. 

167.  Il  existe  des  nombres  tels ,  qu'aucune  de  leurs 
puissances  ,  dans  les  degrés  inférieurs  à  p  — i ,  ne  donne 
pour  reste  F  unité ,  lorsqu'on  la  divise  par  p. 

Soit  a,  b,  c,  etc.  les  facteurs  premiers  de  p — 1  , 

et    lë    y  . 

en  sorte  que  abc  etc.  =  p — 1  ",  on  va  montrer 
d'abord  qu'il  existe   des  nombres  yi ,  B ,   C,  tels,  que 

leurs  puissances  A'^  ,  B"  ,  O  ,  sont  celles  du  degré 
le  moins  élevé  qui  ,  dans  la  division  par  p,  laissent  1 
pour  reste  ,  et  ensuite  que  le  produit  ABC  de  ces 
nombres  est  tel ,  qiie  (ABC  etc.)'^'  est  celle  de  ses 
puisiances  du  degré  le  moins  élevé,  sur  laquelle  la  divi- 
sion parp  laisse  i  pour  reste. 
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Comme  depuis  o  jusqu'à/?  l'équation  py-=zx^"  —  1 
n'admet  au  plus  que  m  valeurs  entières  pour  a;(i54)» 

il  s'ensuit  que  si  l'on  considère  la  quantités  *  — i ,  il  y 
aura  nécessairement  dans  la  série  i,  2,  3, . .  .p — 1,  un 
nombre  qui ,   mis  à    la   place  de  x ,    ne  rendra  pas 

a:  ^  —  I   divisible  par  p. 

Ce  nombre  aura  également  la  propriété  de  ne  pas 

rendre  x  '"^  —  1    divisible  par  p ,  car  s'il   satisfaisait 

à  la  condition  x  ""  —  i  =  Ep,   il  satisferait  aussi    à 
p—i 

X  *  —i=E'p  (i63). 

Soit  g  ce  nombre;  on   aura  g  ''*  ^=Ep'^h  (*), 
E  désignant  toujours  un  entier;  et  en  élevant  à  la  puis- 
ât 
sance  a     les     deux   membres   de   cette    équation  ,   il 

viendra 

g-P-'  =  (  £'/7  +  hy*  =E  E'p  -f  h''*, 

E'  désignant  aussi  un  entier. 

Ainsi  g-P~' — h!^  est  divisible  par  p\  mais  par  le 
théorème  de  Fermât  (166),  g  étant  premier  à  p, 
g''^' —  i  est  divisible  par  p ,  ou  g-^"'  est  de  la  forme 
E"p  -f-  1  ",   donc 


(*)  Il  faut  observer  qu'ici,  et  clans  tout  ce  qui  suit ,  la  lettre  ^ 
a  pour  exposant  la  liactiou  place'e  au-dessus. 
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d'où 

h'"  =  E"p  —  E'p+  1, 

et  par  conséquent  h^  — i  est  divisible  par  p.  Les  puis- 
«ances  a       ,    a       ,  etc. ,   de  h  ,   pour  lesquelles 
P—i 
g  ^  =  iEp+hy*~'=  ETp  +  /z"*"', 

g  «"  =  {Ep-\-hy*^=  E""p,+  A^*-", 

etc. ,  « 

ne  remplissent  point  cette  condition,  puisque  les  quan- 
p— I  p—x 

tités  g  •  ,  .  . .  ^  "  ,  etc. ,  par  hypothèse ,  ne  la  rem- 
plissent pas;  mais  d'après  le  n°  i65,  le  plus  petit 
exposant  de  la  puissance  du  nombre  h,   qui  rend  la 

quantité  h* —  i  divisible  par  p,  doit  diviser  a  ,  puisque 

«"  — 1  est  divisible  par  p;  or  a  étant  premier,  a  ne 
peut  être  divisé  par  d'autres  nombres  que  a  et  ses  puis- 
sances ,  mais  ce  ne  peut  être  aucune  de  celles  qui  sont 
inférieures  à  la  puissance  «,   puisqu'on  vient  de  voir 

que  h^       —  1  ne  saurait  être  divisible  par  p ,  quand 
P— _i 

g  **    ne  l'est  point  :  donc  t  =.  a*;  donc  le  nombre  h, 

reste  de  la  division    de  g  "*    par  p,  est  le  nombre  A 
demandé.    On  trouverait   de  même  des   nombres  B  , 
Cj  etc. 
Maintenant,  puisque  les  nombres 

d'  ,     B'  ,     O^ 
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sont  de  la  forme  Ep  -^  i ,  leurs  puissances  et  les  pro- 
duits de  ces  puissances  seront  aussi  de  la  même 
forme   (i63),   et  par  conséquent 

sera  aussi  de  cette  forme;  et  de  plus,  p — i  sera  le 
plus  petit  exposant  qui  rend  {ABCy — i  divisible  par  p. 
En  eff^t,  si  l'on  suppose  que  le  produit  des  nombres 
Ay  B,  C,  soit  tel,  que  {A  B  C)' =  Ep -{•  i ,  t  étant 
moindre    que  p  —  i  ,    il    faudra  que    t  divise  p  —  i  , 

ou  que  '- soit  entier    (  i65  )  ",    et  puisque 

P — i  ■=  a  b  c  ,  le  quotient  ne  peut  être  qu  un  des 
nombres  a,   ô,  c,   ou  un  de  leurs  multiples. 

Soit,  par  exemple, =7m;  on  aura  p —  i  =iiat, 

-,,       ,     p 1         1  .  .  T      .  p 1  j 

dou^- .-=«;  ainsi  f  divisera  ^^ :    dans  ce  cas, 

a      t  a 

Elll 

et  en  vertu  de  l'hypothèse,  {ABC)  "  — i  sera  divisible 

parp  (i63);  mais  puisque  B,  C,   séparément,   sont 

tels  que 

B'^^^Ep+i, 
0'^=E'p+i, 

le  produit  ^^^-'^^^^C'-'^'^^^^C^C)  «    =£V+i; 
p—i  ]y—\ 

et  si  {ABC)  «  =£'>+!,  il  faut  que  ^  «  =E"'p-\-i, 
p—j 

car  A  "    =:zE"'p-]-h  donnerait 

{ABC)  «  =(E"p-^i){E"'p-^h)  =  E'y-{-h; 
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or,  A  ttant  tel ,  que  A"  —  i    est   divisible    par  p ,    il 
faudra,   par  le  n'  i65,  que  a    divise   ,  ou  que 


a 


«-f-i 


soit  un  entier,  ce  qui  est  impossible,  puisque 


p  —  I  abc  0   (  - 

; —  =  7—  =• :  on  ne  peut  donc  pas  sup- 

a  a 

poser  f  d'un  degré    inférieur  àp  — i. 

i68.  Il  suit  de  là  que  si  on  désigne  par  ^  le  produit 
ABC ,  ou  le  plus  petit  reste  de  la  division  de  ce  produit 
parp,  ou  enfin  un  nombretel,  que^'^'ensoit  lapuissance 
la  moins  élevée  de  la  forme  Ep-\-i ,  les  restes  de  la 
di\isiou  par  p  des  puissances 

êr°»  6".  t>  g'.  •  •  •  ê:'^^ 

comprendront  tous  le%  nombres  i,  a,  3, . .  .p — i  ;  mais 
dans  un  ordre  différent  de  l'ordre  naturel. 

6i ,  par  exen)ple  ,  p  =  19  ,  on  pourra  prendre  g^r=2, 
et  en  divisant  les  diverses  puissances  de  ce  nombre 
par  19,  on  formera  la  table  suivante  : 

Puissances.  2',  2',  2%  2',  2^,  2^  2^,  aJ ,  a«, 

Restes.  1,    2,    4,    8,    16,  i3,  7,    14,  g, 

Puissances.  2?,  2'°,  2",  2'^  2'^  2'^  2'^,  2'^  2'% 

Restes.  18,  17,  1 5,  11,    3,    6,    12,    5,  10. 

Il  y  a  entre  ces  restes  et  les  exposans  auxquels  ils 
correspondent,  des  relations  analogues  à  celles  des 
nombres  et  de  leurs  logarithmes ,  et  Euler  a  désigné 
sous  le  nom  de  racines  primitives  j  par  rapport  au 
nombre  p ,  ceux  dont  les  puissances  fournissent  tous 
les  restes  i,  2,  3, p — 1;  de  cette  manière    2   est 

Compl.  des  Élém.  d'Alg.  ai 
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racine  primitive  à  l'égard  de  iq.  La  nîênie  racine  pri- 
mitive peut  convenir  à  plusieurs  nombres  premiers ,  et 
le  même  nombre  premier  a  le  plus  ordinairement  plu- 
sieurs racines  primitives.  On  n'a  pas  encore  de  procédé 
pour  trouver  directement  ces  racines  ;  mais  Lagrange  , 
dans  son  Traité  de  la  Résolution  des  Equations  nu- 
mériques (p.  278  de  la  a"  édit.),  en  a  donné  une  table 
pour  les  nombres  premiers  jusqu'à  dj,  à  cause  de  leur 
usage  dans  la  résolution  de  l'équation  xP — i  =0, 
découvert  par  M,  Gauss ,  et  qu'il  a  lui-même  beaucoup 
simplifié,  en  le  combinant  avec  la  méthode  exposée 
dans  les  n°'  20  et  24  ;  voici  à  peu  près  comme  il  procède. 

1G9.  Soit  l'équation 

xP —  1=0  (1), 

p  étant  un  nombre  premier;  si  l'on  en  ôte  le  facteur 
X  —  1  ,  on  aura  seulement  à  résoudre  l'équation 

xP-'-\-xP-^  J^xP-'^ 4-1—0,  (2) 

dont  les  diverses  racines  se  déduisent  des  puissances 
d'une  seule  (17),  en  sorte  que  si  l'une  quelconque  de 
ces  racines  était  désignée  par  r,  les  autres  seraient  r^, 
r^,.  . .  .rP~^  Mais  si  a  représente  une  des  racines  pri- 
mitives du  nombre  p,  on  trouvera  aussi  toutes  les 
racines  de  l'équation  (2)  dans  la  série 

'>'}'       ;'       j.  .  .  .1  y 

puisque  les  exposans  de  r,  divisés  par  p,  laisseront 
pour  restes  tous  les  nombres  entiers,  depuis  1  jusqu'à 
p — I  (168),  les  seuls  dont  il  faille  tenir  compte,  à 
cause  que  ?•'' =  1 ,  en  vertu  de  l'équation  (i).  Substi- 
tuant donc  aux  racines  x\  x",  x",  etc. ,  dans  la  fonc-^ 
tion  t'  du  n''  23 ,  les  puissances  de  r  prises  dana  l'ordre 
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indiqué  ci-dessus ,  et  changeant  m  en  p  —  i ,  on  aura 

t  étant  une  des  racines  autre  que  i  ,  de  l'équation 
^^'—  1  r=  O. 
Cela  posé ,  si  dans  l'expression  de  /  on  change  ;■  en  r", 
elle   deviendra 

r«+  «r"'  -\-u'r^' ^^p-'^"  ; 

pt  comme  a^"',   divisé  par  p,  laisse   i  pour  reste ,  la 

puissance  r°  sera  équivalente  à  r,  ce  qui  changera 
l'expression  ci-dessus  en 

résultat  qui  est  le  même  que  celui  qu'on  déduirait  de  la 
première  valeur  de  t,  en  la  multipliant  par  «''~^,  et 
en  observant  que  «p~'  =  i  -,  on  aura  donc 

Changeant  r  en  r'^  dans  cette  dernière  expression,  on 
verra  de  même  que  c'est  comme  si  on  l'avait  multipliée 
par  «P~',  que  le  résultat  est  par  conséquent  la  valeur  de 
€tP~^t,  et  qu'il  naîtrait  aussi  du  changement  de  7'en  r'^"  dans 
la  première  valeur  de  t.  Un  nombre  p  —  2  de  pareils 
changemens  successifs ,  épuisera  tous  ceux  qu'on  peut 
faire  en  substituant  à  r  ses  diverses  puissances,  puis- 

qu'elles  reprennent  les  mêmes  valeurs  à  partir  de  r^ 
On  formera  donc  ainsi  les  valeurs  desp  —  i  fonctions 

t,  aP-H,  ctP-^t,....  ut, 

dont  la  puissance  p —  i  sera  la  fonction  fl,  qui  aura  par 
conséquent  la  propriété  de  conserver  la  même  valeur,  lors- 

21.  . 
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qu'on  y  changera  ren  r",  /^\  r^  ,  etc.  Son  expression/ 
développée  suivant  les  puissances  de  et  rabaissées  au- 
dessous  du  degré  p — i,  sera  de  la  forme 

1 4-  «r  +  «H" . . . .  -f.  «p-^ICp--:)  ^ 

où  les  fonctions  |,  |',  |",  etc.  ,  ne  contiendront  que  des 
puissances  entières  et  positives  de  ?',  et  demeureront  les 
mêmes,  lorsqu'on  y  changera  r  en  r^,  r'**, etc.  (24)> 
propriété  qui  en  simplifie  considérablement  l'expression. 

170.  D'abord,  il  est  évident  que  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  r,  peut  être  réduite  à  la  forme 

A  +  Br-\-  Cr-"  +  Z)r  ■. . . .  +  Pr^-' , 

quand  r^^=zx ,  et  qu'ainsi  elle  peut  encore  être  mise  sous 
la  forme 

lorsqu'on  substitue  aux  exposans  1  ,  2,  3,....p —  i  ,  les 
puissances  de  a ,  dont  ils  dérivent  comme  restes  de  la 
division  par  p-  seulement  l'ordre  de  succession  des  puis- 
•sances  n'étant  pas  le  même  que  celui  des  restes  ,  les 
coeiFiciens  B,  C,  D ,....  P,  changeront  de  place,  en 
passant  d'une  forme  à  l'autre-,  Z>',  par  exemple,  sera 
l'un  de  ces  coefficiens,  mais  non  pas  le  même  que  B. 

Si  maintenant  la  fonction  dont  il  s'agit  doit  demeurer 
la  même ,  lorsqu'on  y  changera  r  en  r^,  ce  qui  est  le  cas 
des  fonctions  | ,  |',  etc. ,  il  faudra  que  l'égalité 

A^B'r-^  Cr"-  +  D'r^' .  . . .  +  /^'r'^''"  = 
AJ^  B'r'^  -h  Cr"-^  +  D'/'\...  +  P'r 

ait  lieu  indépendamment  de  r,  et  que  par  conséquent 

B'—C\     C=.D', P'  =  B'> 
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valeurs  qui  réduisent  à 

A^n'ir-hr^-hr^'-hr''' +f^''*)> 

la  fonction  proposée,  ou  bien  à 

A  -{-£'s, 

si  l'on  désigne  par  s  la  somme  de  toutes  les  racines 
de  l'équation  (2). 

Il  suit  de  là  que  les  fonctions  |,  i',  etc.  seront  con- 
nues immédiatement  ;  car  le  développement  de  6  ou 
de  /''"'  donnera  les  coefTiciens  A  et  B' ,  et  on  a  s= — i, 
puisque  le  coefTicient  du  second  terme  de  l'équation  (a) 
est  +  1 .   La  fonction  9  étant  donc  ainsi  déterminée  , 

r-»  _ 
on  pourra,  au  moven  des  p  —  1    valeurs  de  y  6  ,  for- 
mer les  valeurs  de  r,  par  le  procédé  indiqué  dans  le 
n°  25;  Usera  donc  toujours  possible  de  résoudre  algé- 
briquement l'équation  xP —  1  ^=0  ,  ^  étant  un  nombre 

premier  y  lorsquon  aura  les  racines  de  l'équation 

yP-'-.i=0. 

171 .  La  démonstration  de  ce  théorème  est  le  résultat 
le  plus  important  de  la  méthode  précédente;  car,  pour 
les  applications  numériques  ,  on  a  ,  depuis  long-temp^, 
un  procédé  beaucoup  plus  commode  (  voyez  la  note  de 
la  page  119);  je  n'entrerai  donc  pas  dans  le  détail  des 
abréviations  dont  cette  méthode  est  susceptible ,  à 
cause  quep — 1  esttouioursunnombre  composé (26).  On 
ks  trouvera  dans  l'ouvrage  de  Lagrange  (*)  ;  je  me  bor- 

(  *)  On  prouverait,   par   leur  moyen,  que  les  racines    de  toute 

2'+  I 
c'fpuition  de  la  forme  x  —  1=0,  lorsque  son  exposant  est  un 

nombre  premier,  ne  dépendent  que  d'c'quations  du  second  degré' , 

et  que  par  conscqnent  on  peut  effectuer,  avec  la  règle  et  le  compas> 

la  division  du  cercle  en  a"  + 1  parties  égales. 
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neraî  au  développement  d'un  exemple  très  simple ,  des- 
tiné seulement  à  particulariser  les  indications  générales 
du  n°  précédent. 

L'équation  x^ — 1=0  étant  ramenée  à 

x^ -i-  x^ -{- x^  -\- X -i- 1  =0, 
et  la  racine  primitive  de  5  étant  2. ,  on  aura 

ce  qui  revient  à 

en  abaissant  au-dessous  de  5  le  dernier  exposant  de  r> 
et  ec  étant  une  des  racines  autres  que  l'unité,  dans 
l'équation  y^  — 1=0. 

En  effectuant  le  développement  de  i^,  dans  la  forme 

on  trouvera 

d'où 

6  =—  1  +  4«  4-  i4«=  —  i6«'-, 

puis  mettant  pour  a  ses  trois  valeurs,   qui  sont 

—  1,     +v/=^,     -/^,     (Élém.   ibs), 
on  trouvera 

0"  =  —  i5  +  20  [/"^ ,     , 
è'"  =  —  i5  —  20  V/^. 

I^e  procédé  indiqué  dans  le  n*  25 ,  fournit  les  équa- 
tions 
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A.  

\/t'  =  x'  +  ».v"  ■+■  «^t'•  -f  »x'\ 

V/«^=  x'   +  .Sx"  -f  ,3^x"   -f   /Slv'^ 

A  

■  /  «•  '1  "I  ,      m       È  l'y 

qui,    jointes  à  IV'qiiation 

A  =  X    -h  x'    +  x"  +  x'\ 
donneraient 

^  +  1/»^+  V'^+VT'  =  4x'  -  4r  ; 
et  par  conséquent 

mais  comme  chacune  des  expressions  \^ t\  \/i",  l/*'"' 
est  susceptible  do  quatre  valeurs  ,  l'emplni  de  toutes  ces 
valeurs  en  ])ro(1uirait  ()4  P<^"r  l'inconnue  r,  entre  les- 
quelles il  faudrait  faire  un  choix,  par  des  considéra- 
tion'i  analogues  à  celles  qui  termintrut  les  n*^*  19  et  ao. 
Lagrange  ne  5'étant  pas  rappelé  cette  circonstance  ,  a 
donné,  ?ur  la  page  284  de  son  ouvrage,  un  résultat 
inexact;  mais  on  est  dispensé  de  tout  examen  ulté- 
rieur, quand  on  cherche  les  racines  communes  aux 
équations 

r^-\-r^  +  r-rr  +  1=0, 
et 

t  —  r +  «r^4-«V^4-«V''. 

X   _  _ 

Lorsqu'on  fait  «  =  —  1 ,  t  =:[/&'  =  y' b  ,  on  ti-ouye 
le  facteur  commun 
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d'où  on  tire 

r  =  ^(— 1+  {/b  ±.\/—Q\/b—io): 

En  prenant  t  =  —  yS,  ce  qui  revient  à  changer  le 
signe  de    y  S ,    on  obtient 


r  =  l  (—1  — v/5  ±  \/ri/5— lo). 

Ces  valeurs  et  les  précédentes  sont  celles  que,  par 
la  méthode  indiquée  n°  26 ,  Lagrange  a  obtenues  à  la 
page  233  de  son  ouvrage,  et  que  donne  aussi  la  méthode 
du  n°  56. 

172.  Ce  qui  précède  sufTit  pour  montrer  l'importance 
et  la  difficulté  de  la  théorie  des  nombres  ;  les  lecteurs 
qui  voudront  s'en  instruire  à  fond ,  pourront  consulter 
l'ouvrage  où  M.  Legendre  a,  le  premier,  réuni  cette 
théorie  en  un  corps  de  doctrine  complet,  et  les  Dis- 
quisitiones  arithmeticœ  de  M.  Gauss.  Les  premiers 
maiériai]-5r  de  cette  théorie  sont  l'ouvrage  des  plus  grands 
géomètres  de  notrp  siècle  ,  qui  ont  démontré  la  plupart 
des  propositions  dont  Fermât  ne  nous  avait  laissé  que  les 
énoncés  :  leurs  travaux  sont  consignés  dans  les  Recueils 
des  Académies  de  Paris ,  de  Berlin  et  de  Pétersbourg. 

FIN. 
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